VARIABLE COMPLEJA
EXAMEN 4 (FINAL)

Solucién

1. Sea f holomorfa en B;(0). Supéngase que f(z) € R para todo x € B1(0)NR.

Demostrar que f(Z) = f(z) para todo z € B;(0).

Solucién. La funcién g(z) = f(Z) es composicién de la forma antiholomorfao
holomorfaoantiholomorfa, luego es holomorfa en B;(0). Para z € B1(0) N R, se

tiene g(z) = f(T) = f(x) = f(x) por el hecho T € R y la hipotesis sobre f. Por el

Principio de la Identidad ¢ coincide con f en B;(0) pues coinciden en B;(0) N R.
Por lo tanto f(Z) = f(2).

2. Sea h holomorfa en C y supéngase que

|h(z 4 7) — 3> < |z — 1|° 4 42 para todo z tal que |2z + 63| > 177.

Demostrar que h es un polinomio.

Solucién. Sea |z| > 120. Entonces |2z + 63| > 240 — 63 = 177, luego por hipdtesis
|h(z4+7) = 3% < |z — 17 +42 < 22| + 42 < 210|2)°,

y en consecuencia
|h(z+7) — 3] < 2°|2|°/° < 25|z,

Como esto se tiene para todo z tal que |z| > 120, la funcién entera P(z) = h(z +
7)—3 es un polinomio de grado < 5 (sus coeficientes de Taylor en P(z) = > ¢ a2*
satisfacen |ay| < (2°R®)/(RF) cuando R > 120 por el Estimado de Cauchy y el
Principio del Maximo.) Entonces h(z) = P(z — 7) + 3 también es un polinomio.

3. Demostrar que existe un nimero complejo z tal que

1

co§ ———
24+ 322+ 1

+100tan®z 4+ e** — (150 + 153i)| < 1.

Solucién. El polinomio 22% 4+ 322 + 1 vale cero en al menos un nimero complejo
2o (por ejemplo, zp = i), luego 1/(2z* 4 322 4 1) tiene un polo en z = zp. Por
lo tanto cos1/(22% + 322 + 1) tiene una singularidad esencial en zy, y dado que



tan z es meromorfa, se sigue que cos 1/(2z* + 322 + 1) 4 100 tan? » también tiene
una singularidad esencial. Por el Teorema de Casorati-Weierstrass, la imagen de una
vecindad perforada de zg es densa en C y en particular contiene puntos arbitraria-
mente cercanos al 0. (Alternativa: verificar que hay una singularidad esencial en el

Demostrar que la circunferencia unitaria v = 9B;(0) no es homotépica a un
punto como lazo en el dominio C — {0}.

Solucién. La funcion f(z) = 1/z es holomorfa en el dominio. Si C fuera libremente
homotdpica a un punto en el dominio, entonces por el T. de Cauchy para homotopia,
se tendria 270 = [, f(z)dz = 0, lo cual es falso. Por lo tanto no es nulhomotdpica.
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Demostrar que _—
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Solucién. Claramente la integral existe por ser el denominador un polinomio de
grado mayor a 1. Sea 7y el semicirculo superior de radio R, y f(z) = 1/(z* + 1).
Asi |va f(2)dz| < 2%Rﬁ — 0 cuando R — oo. En consequencia de esto y del

hecho 1/((—z)* +1) =1/(z* + 1),
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en lo que se toma la suma los residuos de f en el semidisco, a saber en o = e
en —a. Puesto que o? 2

i /4 y
=14, (—@)? = —i, esto es igual a

i ((22+i)1(z+a)
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