VARIABLE COMPLEJA
EXAMEN 2
Solucién

Calcular el disco de convergencia de la siguiente serie de potencias:

> 1

k=0

o0
Solucién. Escribiendo la serie como E ar(z — z0)F, tenemos
k=0

al/F = (=3)~@HRI/R(R2 4 1)Uk = (—3)=2/k(_3)k/k(k2 4 1)71/k

S OG0 =5

Por lo tanto el radio de convergencia es 1/limsup |ag| = 3.

Sean f1, fo funciones holomorfas en B;(0). Supéngase que f; no se anula en
By(0) \ {0} y para z # 0 se satisface la desigualdad

| f1(2)]? < el’!

[f2(2) 2~ |z

Demostrar que f;/fo tiene una singularidad removible en z = 0.

Solucién. Dato que porque e?l < e en By(0),

cuando z — 0. La conclusién sigue del Teorema de Riemann de las singularidades
removibles.

<Vevz—0

z+2
5 convergente en el
-1

Encontrar la serie de Laurent de la funcién R(z) =
z

exterior {|z|] > 1} del disco unitario.
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Solucién. Cuando |z| > 1, tenemos = = Zz_%_Q. De esto
0
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22_1—5 z , luego
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00 00 -1
R(Z) _ Zzz—Qk—2 + Zz—%z—l _ Za_nzn
0 0 —00

donde a,, = 1 cuando n < —1 es impar; a,, = 2 cuando n < —2 es par.

Demostrar el teorema de Casorati-Weierstrass, que la imagen de cualquier
vecindad perforada de una singularidad esencial es densa en el plano.

Solucién. (ver notas)

Calcular el residuo de .
1+ 32
f(z) = 210 _ 520

(a) en el punto 2z =0; (b) en el punto z = 1.

Solucién. (a)
27104 37

1 — 20 4.
329 4 210 4.
329 4o

por lo que el residuo, que es el coeficiente de 21, es igual a 3.

Alternativa:
14 327 1 39
ReSom = ReSom + Resom
RGSQ(Z_lo +14-- ) + Reso(?)z_l + .- )
= 0+3 =3

puesto que (1 — 210"t =1 4+ 210 4 ...



(b) Dado que 20 — 220 = 210(1 — 219) tiene un cero simple en z = 1 (que se ve
factorizando 1 — 2!, o notando que sus ceros son las 10 raices de 1), el residuo es

i (14322(2—1)  (1432%)].— B 1+3 2
51 210 22200 (d/d2)|,=1(210 — 220) 1029 —20219|,—; 5




