VARIABLE COMPLEJA
EXAMEN 1
Solucién

1. Definir los siguientes conceptos: (a) funcién conforme; (b) funcién arménica;
(c) funcién localmente polinémica.

Solucién. (consultar notas)

2. (a) Sea f:R — R una funcién localmente constante. Demostrar que f es
continua.
(b) Sea f: B1(0) — C una funcién localmente constante. Demostrar que f es
constante. (B1(0) = {|z| < 1})

Solucién. (a) Sea =z € R. Dado € > 0, por hipdtesis hay 6 > 0 tal que |y — z| <
0= fly) = f(x). Asily—z| <0 = |f(y) — f(z)] = 0 < e. Por lo tanto
f es continua. (Alternativa: localmente constante = localmente polinémica =
polinémica = continua.)

(b) Para ¢ € C escribase E, = {z € B1(0): f(z) = ¢}. Cada z € E. tiene
por hipétesis una vecindad donde f toma el valor f(z) = ¢; esta vecindad estd
contenida en E.. Por lo tanto E,. es abierto. En consecuencia los dos conjuntos
Eg) y B1(0)\ Eo = U, f(0) Ee son abiertos. Puesto que B1(0) es conexo y Eq)
no es vacio, se tiene Eyqy = B1(0), es decir, f toma el valor f(0) en todo punto.

3. (En cudles puntos de C es conforme la funcion g definida por

9
g(z,y) = (32 + zy — 2¢°, 2zy + 52/2) ?

Solucién. Se calcula

J = br+y x—4y
g 2y 2x+9y

La condicién de que J,; € Confy = ConfU {0} es 6z +y = 22 + 9y, = — 4y = —2y,
sistema que es equivalente a & = 2y. Por lo tanto en los puntos (2y,y), J, € Confy
y Jg es singular precisamente cuando y = 0 porque x = 0 también. Por lo tanto el
conjunto de puntos donde g es conforme (J, € Conf) es {(2y,y) : y # 0}.

4.  Encontrar un conjugado arménico para la funciéon R-valuada

u(z,y) = e*seny.



Solucién. Un conjugado arménico v(x,y) debe satisfacer la primera ecuacién de
Cauchy-Riemann v, = u, = e”seny, que al integrar con respecto a y da v(x,y) =
—e® cosy+b(x) para una funcién indeterminada b. La segunda ecuacién de Cauchy-
Riemann v, = —u, dice —e” cosy + V/(z) = —e” cosy, lo cual se satisface cuando
(por ejemplo) b(z) = 0, dando v(z,y) = —e® cosy. Tal v de hecho es un conjugado
armoénico pues se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. (Esto implica que
u,v son armoénicas.) (También v + ¢ es conjugado arménico de u para cualquier
constante c.)

5. Sea N € Zt ={1,2,...}. Sea {ax} una sucesién con a; > 0, a | 0.

2mik/N

Demostrar que la sumatoria E e ay converge cuando N > 1, pero no

necesariamente cuando N = 1.

Solucién. La serie no converge necesariamente cuando N = 1 pues e2™*/N —= 1

para todo k, y >, aj - 1 no necesariamente converge aunque ay, J. 0 (por ejemplo,
para ay = 1/k). Sea N > 1, escribir s, = > ;_; e2™k/N - Ahora e2mk/N gy = sy
por tratarse de dos sumas de las mismas cantidades (N-raices de la unidad). Dado
que e2™F/N —£ 1 se sigue que sy = 0. Asi la coleccién de valores {sn} es finita,
luego acotada. Por el criterio de Dirichlet, se tiene lo afirmado.



