VARIABLE COMPLEJA
Lista 7

(Solucién)

1. (a) Sea X C C un subconjunto cerrado y acotado. Sea f: X — C continua.
Demostrar: f es uniformemente continua.
(b) Sean XY C C cerrados y acotados. Sea g: X x Y — C continua.
Demostrar: g es uniformemente continua.

Solucién. (b) Para cada (z,w) € X XY hay un r(z,w) > 0 tal que (2/,w') €
(Brizw)(2) X Brizany(w)) N(X xXY) = |g(2,w) — g(2',w’)| < ¢/2. La cubierta

X xY = U (X X Y) N (By(zw)/2(2) X Br(zw)/2(w))
(z,w)eX XY

tiene (por el T. de Heine-Borel para R™) una subcubierta finita

N
X XY = U ((X X Y) N (B’r(zn,wn)/Q(zn) X Br(zn,wn)/Q(wn))'
n=1
Sea § = (1/2) min(r(z1,w1),...,7(z2n,wn)). Sean (z,w), (2/,w') € X tales que

|z — 2| <4, lw—w|<é.
Se puede tomar n tal que (2,w) € By(z, w,)/2(2n) X Br(z,,w,)/2(Wn). Por la des-
igualdad del tridngulo,
12/ — zp] < |2/ =zl 4+ |2 — 20| < r(zn,wn), W —wy| < [0 —w| + |w—w,| <
7(2n, wy),es decir, (2',w') € By, w,)(2n) X By(z, w,)(wn). En consecuencia

€ €

|g(Z/,’LU,) _g(sz)| < |g(zlvw/) —g(zn,wn)| + |g(z,w) —g(zn,wn)| < 5 + 5 = €.

Por lo tanto g es uniformemente continua.

(b) Definir g: X x {0} — C por g(z,0) = f(z). Se aplica la parte (a) para obtener
que g es uniformemente continua, lo cual dice precisamente que f es uniformemente
continua.

2. Computar [, o |z —1]]dz|.

Solucién. Con la curva de integracién z = e, 0 < t < 27, tenemos |dz| = |ietdt| =
dt, luego la integral con respecto a longitud de arco es igual a

2 2m 2
/ ‘elt_1|dt—/ |(cost +isent) —1|dt = V2 —2costdt
0 0

0



2T t 27 t
:\/i/ \/28611th=—4/ sen — dt
0 2 0 2

porque sen(t/2) > 0 cuando 0 < ¢ < 2. Por lo tanto
¢ 27
/ 2 —1[lds| =2 (~2c0s )| —s.
0B1(0) 2o

d

Descomponer el integrando de / 5 :
9By (0) 27 T
usar la Férmula Integral de Cauchy para evaluar la integral.

/ dz 1 / ( 1 1 >
5.1 o D - | dz
9Bx(0) 2~ 1 20 Joapyoy \z—1 z+1
1
=—(1] .—-1 ) =0
2@( ‘z:z ‘z—z) ’

aplicando la Férmula Integral de Cauchy a la funcién identicamente igual a 1.

en fracciones parciales, luego

Solucién.

Sea f holomorfa en el anillo Ag, g,(20) = {z € C: Ry < |z — 29| < Ra}. Sea
ak:/ Ldzparakzo.
Br(z0) (

2z — zg)k ]
(a) Demostrar que a; no depende de r, donde Ry < r < Rs.
(b) Demostrar que > ax(z — 29)* converge en Bg, (20).

Solucién. (Ver notas.)

(a) Verificar la formula d(|z|*) = 2Re (zdz).
(b) Sea «y una curva cerrada dentro de un dominio D donde la funcion f es
holomorfa. Demostrar que f7 f(2)f'(2) dz es imaginario.

Solucién. (a) d(|z|?) = d(2Z) = £ (22) dz + £(2%) dz = Zdz + 2 dZ = 2Re (Zdz).

(Formalmente, si z = z(t) es una curva, d(|z|?)/dt = --- = 2Re (2(t) dz(t)/dt).)
(b) Con w = f(z), por un cambio de variable y luego la parte (a),

TN o o — _1 2y — 2
Re /Wf(z)f(z)dz—/f(wRewdw—2/}((7)d(|w ) = [u?

por ser v una curva cerrada.
Para hacer sentido de estos calculos formales, es simplemente

Re /dew:/URe a(t)o’(t) dt:/gjtﬂa(t)F)

F(v(1))
=0
F(v(0))

con o = for.



6. Sea P un polinomio con coeficientes complejos. Sea a € C, R > 0. Demostrar
que

/ P(z)dz = —27iR*P'(a).
9BRg(a)

Solucién. Hay coeficientes py tales que

9= nilz—a)f
k=0

(es la serie de Taylor para P centrada en a. O se puede usar la independencia lineal
del, 2—a, (z—a)? ...). Este cambio de punto base facilita evaluar la integral,
con z =a+ Re® (0 <t <2rm), dz = —iRe " dt,

n 21
/ P(z)dz = Zpk/ ((a 4+ Re™) — a)*(—iR)e " dt
OBR(a) k=0 0
= Z —ikak+1/ k=Dt gt — Zkakﬂ/ 2 dz.
k=0

0B1(0)

Para k£ # 1, el integrando de la dltima integral tiene primitiva y la integral co-
rrespondiente vale 0. Para k& = 1 la integral es 277, luego la suma es igual a
—2miR?*p; = —2miR2P'(a).

7.  Demostrar que no existe una funcién holomorfa f en una vecindad de un
punto a € C tal que las derivadas satisfagan |f(™(2)| > nln".

Solucién. Si existiera tal f, seria holomorfa en algin disco B.(a), luego por el
estimado de Cauchy,

1
£ -n
()] < e

donde ¢ = sup|,_q—|f(2)], y tendrlamos n™ < ce™" para todo n. Entonces
nlogn < logc — n, lo cual es absurdo. Por lo tanto no existe ninguna tal fun-

n

cién.



