VARIABLE COMPLEJA
Lista 3

(Solucién)

1. Determinar cudles de las siguientes series convergen, cuales convergen abso-
lutamente, y cudles divergen (para las que tengan parametros a, b, ¢, indicar
Y ) ) 7
para cudles valores de éstas).
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Solucién. Trivial para a = 0. Para a # 0, Gy /la| =lal/(k+1)—=0<1
cuando £ — oo, luego la serie converge absolutamente por la Prueba de la
Razén para todo a € C.

k
) >
Solucién. fkﬂ/eﬁk = (k+1)/(ke) — 1/e < 1 luego por la Prueba de la Razén
la serie converge (absolutamente).

Alternativa: |k/e*|/* = k1/k /e — 1/e < 1, misma conclusién por la Prueba
de la Raiz.

) Z(ch (a,b € C\ {0}; c € Z\ {0})
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Solucién. sy /er = “3=—- Cuando [a| <1 la razén de los valores absolu-

tos tiende a cero y la serie converge absolutamente; cuando |a| > 1 la razén
tiende al infinito y la serie diverge. Cuando |a| = 1, el valor absoluto de la
razén es |b| ¢y la serie converge absolutamente cuando esto es menor que 1
(corresponde a |b| < 1, ¢ > 00 |b] > 1, ¢ < 0) y diverge cuando es mayor
que 1. Cuando |b|™¢ = 1 la serie tampoco converge porque los términos no
tienden a cero.
- |k ek 1/k _ ok jpc : 4

Alternativa: |a"" /b"|*/% = a* /b° da la misma conclusién con la Prueba de la
Raiz.

(d) S>2%sen(37%a) (a € R)
Solucién. 2| sen 3 %a| < 2¥37%|a| = (2/3)*|a|, luego la serie converge abso-
lutamente para todo a por comparacién con > |a|(2/3)".
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Solucién. Y 1/ak converge absolutamente por comparacién con la serie geométri-

ca > 1/2k.



1
(®) Z (log k)*

Solucién. La k-ésima raiz del k-ésimo sumando es loék
serie converge absolutamente por la Prueba de la Raiz.

1
(2) Z gk sen ka

Solucién. Supongamos primero que a € R. Si a es mdltiplo de 7 la serie
converge absolutamente por ser cero todos los términos, supongamos que

— 0 < 1, luego la

a/m no es entero. Pongamos a; = @, br. = sen ka. De la identidad
a 1 1
—2sen ka sen 5= cos((k + 5)@) — cos((k — §)a)
en la cual sen(a/2) # 0, tenemos por cancelacién que
n na (n+1)a
-1 1 1 sen 5 sen ——g——
Elzsen ka = Dsen <cos((n + 5)@) - cos((2)a)> = son 2
luego
n n
sen(na/2)sen((n+ 1)a/2) 1
br| = ka| = .
; F ;sen “ sen(a/2) ~ sen(|al/2)

Como a estd fijoy ar | 0, la Prueba de Dirichlet dice que la serie ) agby
converge. Sin embargo, hay un 6 > 0 tal |bg| > 0 para una infinidad de valores
de k (si a es racional, sélo hay un ndmero finito de valores by y se repiten
ciclicamente, y si a no es racional, tales valores son densos en [—1, 1]). Por lo
tanto |axby| > 0/logk y por el criterio de comparacién la serie no converge
absolutamente.

Finalmente sea @ € C—R. Ahora sen ka crece como e*™ 2l y en consecuencia
los sumandos no tienden a cero, luego la serie no converge.
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Solucién. Las sumatorias > 1%2 yy. % son absolutamente convergentes, luego

> (72 +75) es convergente. Si la sumatoria del problema convergiera, entonces

la sumatoria 3 + = 3 ((,ﬁ—k}g—ljz,»)—i-(;g—&-é)) también seria convergente,

lo cual es falso. Por lo tanto no converge.

Alternativa: el sumando es (k2 — k + 1)/k3 lo cual es mayor a 2/k para k
grande, por tanto la serie no converge por la Prueba de la Comparacién.

(i) Z% (a,b € C)



Solucién. Sea ay, = (k—a)?/(k—b)3. No importan cuéles sean a,b € C, existe

c > 0 tal que |ap — para todo k suficientemente grande (pues por

e
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cancelacién, la fraccién aj — % se reduce a un cuadrdtico entre un cudrtico).
Si 3" ay convergiera, entonces > (+ — ax) + > ar = Y + convergeria (la
primera sumatoria por comparacién con Y ¢/k?), lo cual no es el caso. Por

lo tanto la serie no converge.

(3) Z%

Solucién. Claramente no converge absolutamente, por comparacién con ) 1/k.

Con a, = kY2 y by, = i* se verifica que ZN i* toma un ndmero finito de
valores luego la serie del problema converge condicionalmente por la Prueba
de Dirichlet.
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() > klog k

Solucién. Puesto que [ —

zlogx

dx = loglogx — oo cuando x — o0, la serie

: ., . k+1
diverge por comparacién con la serie ) . k+ xl;gx

de la Integral.)

1
02 fogry

Solucién. Diverge por comparacién con la anterior, pues 1/k < 1/log k.

(m) 3 (% - 10;;) (a€C)

Solucién. Si a = 0 la serie claramente diverge; sea a # 0. Escribamos (k) =

lolfk — 0. Entonces

dx. (Se llama el Criterio

1 a 1 |al
- — k) —
’k: logk’ og s PF) a)‘ ~ Slogk
cuando k es tan grande que (k) < |a|/2. Por comparacién con loék >

1 . .
> % la serie diverge.

Sean a, € C, 3" a, convergente. Demostrar: (a) > n'/"a, converge,
(b) > (14 1/n)"a, converge.

Solucién. Verificar que (a) n!/™ |, mientras que (b) (14 1/n)™ 1, ambas sucesiones
a limites acotados; aplicar el criterio de Abel:
d 1 1-1 1 1 1
Para (a), notar — 8T _ 98T <0 cuando z > e. Asi 2" > og(n +1)
dx =z x? n n+1
por lo que n'/™ > (n + 1)1/ (+1),




Para (b), usar la desigualdad de las medias aritmética y geométrica (1/N) Zf/ ck >
(TIY er) YN (para cx > 0) con N =n + 1 términos ¢y = 1+ 1/n, ¢o = 1,
1

(1) 2 (1 (L )

luego

n+1

Dar ejemplos de sucesiones {ay}, {bx} tales que {ax} converge y > by con-
verge, pero Y agby no converge.

Solucién. (Posibilidad) Sea ap = (—1)F/vk, sabemos que 3 a; converge. Sea
br, = ag, luego > arbr = > 1/k diverge.

Sea E cualquier conjunto, ai: £ — R, b: F — C para k = 1,2,...
Supéngase que » ;" by(z) converge uniformemente sobre z € E'y que {ax(x)}
es una sucesion monotona, uniformemente acotada sobre x € E. Demostrar:
77 ax(x)bg(x) converge uniformemente sobre x € E.

Solucién. Tenemos una cota |ag(x)| < A paratodo k € Z*, z € E. Por ser Y by(z)
uniformemente convergente, es uniformemente de Cauchy: dado € > 0 hay V; tal
que \Z%ﬁ bi(x)| < € para todo Ny > N; y todo z € E. Supongamos que a
es decreciente. Por la desigualdad de Abel, |Z%§ ar(z)bg(z)| < ai(z)e para todo
Ny, xz. Asi |Z%§ ar(z)bg(z)| < Ae para todo No > Nj. Esto dice que la serie

> i ak(2)bg () es uniformemente de Cauchy en E, por lo que converge uniformente
en E.

Si ay, es creciente, aplicamos lo anterior con {—ax(z)} en lugar de {ax(z)}.



