VARIABLE COMPLEJA
Lista 2

(Solucién)

1. Sea a,b,c,d € R, ad —bc # 0, T = g;) Para 6 fijo, escribase Ly =

{(tcosf,tsend) : t > 0}. Calcular el angulo entre T'(Lg) y T'(Lg) en (0,0),
en términos de a, b, ¢, d, 0.

Solucidn.
dng (T(Lo), T(Lg)) = dng (T(Ly(0)), T(Ly(0))) = dng (T(1,0), T(cos ¢, sen))

= 4ng ((a,b)", (acosf + csen®,bcos + dsend)")
(a,b)! - (acosf + csen 6, bcosf + dsen 0)
|(a,b)t] |(acos@ + csenb,bcos B + dsen6)!|
(a? + b%) cos 0 + (ac + bd) sen 6
(a2 + b2)1/2((a? + b2) cos? 0 + 2(ac + bd) cos @ sen O + (c2 + d?) sen2 §)1/2°

— arc cos

— arc cos

2. SeaT = (Z 2) una transformacién lineal no-singular (i.e., ad — bc # 0).

Demostrar que 7" es conforme o anticonforme si y sélo si multiplica las lon-
gitudes de todos los vectores por un mismo factor (|T'(v)|/|v| es constante).

Solucién. Consideremos la factorizacién de T € R2*2, T = R,ARg donde A =

(g 2) y R,, Rg son rotaciones, y r,s # 0 por ser T' no-singular. Dado que las

rotaciones son conformes y conservan longitudes de vectores, sélo falta demostrar
que A es conforme o anticonforme si y sélo si multiplica las longitudes de todos los
vectores por un mismo factor.

Supdngase que A es conforme o anticonforme. Entonces s = £r. Luego para cual-
quier vector (v1,v2), tenemos

| Av| = |(rvy, £rvn)| = [7]|v]

por lo que las longitudes de todos los vectores se multiplican por el mismo factor
7.

Ahora supdngase que |Av| = A|v| para todo vector v, es decir

2 2 2 92 2 2
révi + s7vy = A(v] + v3)



para cualesquier v = (v1,v2). Con v = (1,0), v = (0, 1) obtenemos
r2=) 2=\

respectivamente, por lo que r = +s y A es conforme o anticonforme.

({z.} CC) Zn = 00 <= (Re z, — 00 0 Im 2, = 00).

Solucién. =-. La afirmacién no es cierta, como se muestra con el ejemplo z, = n
para m par, z, = ni para n impar. Con este ejemplo |z,| = n — oo, pero ni
Re z, — oo ni Im z, — oo.

<. Supdngase que Re z, — o0 o Im z, — oo. Entonces |z,| — oo. Por lo tanto
|zn| > méx(|Re z,|, |Im z,|) —, o sea, z, — 0.

Sea f una funcion diferenciable en un dominio en C, y conforme en el punto
(70, Y0). Demostrar que f es invertible cerca de (zg,yo) ¥y que su inversa f~!
es conforme en el punto f(xg,yo).

Solucién. Por hipétesis J¢|(,,) € Conf, en particular det Jy|(y, ) 7 0. Por el
Teorema de la Funcién inversa, hay una vecindad de f(z¢, o) en la cual existe una
inversa f~!. Por la Regla de la Cadena,

Tl f(@o,0) = (Jf|(x0,yo))_1 € Conf

porque Conf es un campo. Es decir, f~! es conforme en el punto f(xq, o).

Sean D, D’ dominios en C, y sea f: D — D’ una funcién inyectiva y con-
forme. Sea ¢: D’ — R una funcién arménica. Demostrar que la composicion
¢ o f es también armonica. ;Es cierto cuando f es anticonforme?

Solucién. Pongamos f = u + iv. Indicando derivadas parciales por subindices,

A(go f)=(d0 flaw+(¢0 [y

= (quuuz + (buvvcc)ux + ¢uuazw + ((z)vuua: + ¢vax)vac + ¢UU$$
+(¢uuuy + Qbuvvy)uy + Qbuuyy + (vauuy + ¢vvvy)vy + vavyy'

Como f es conforme, u, v son arménicas, Uz, + Uyy = 0 = Vzz + Vyy, luego

Ao f) = duu(ul + ul) + Guo(Valtle + Vyty) + Gou(tavs + uyvy) + oy (V3 + V7).



Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v,, u, = —wv;, y por la relacién
Guy = Puu pOr ser ¢ de clase C?,

A(po f) = ((Ag) o f) (uf +v3) = 0.
Por lo tanto ¢ o f es armdnica.

Ahora supongamos que f es anticonforme. La funcién g = f o C' es conforme donde
C(€) = £. Por lo anterior, ¢ o g es arménica. Luego con z = z + iy = & — in,
tenemos (60 g)¢ = (6.0 f)a, (60 4)y = —(60 f)y, luego (60 glec = (60 fluw
(0 g)ym = (P o fyy, luego A(¢p o f)|g = A(¢og)le =0, y también en este caso
¢ o f es armdnica.

6. Demostrar que la suma de dos funciones conformes es conforme en todo punto
en que no es singular.

Solucién. Sean f, g conformes en algtin dominio comun. Entonces en cualquier punto
z, J¢t|z, Jg|» € Conf. Como ConfU {0} es un campo,

Jptglz = J¢l + Jg|. € ConfU {0}.

En un punto z en donde f + g no es singular, Jri4|. # 0, luego Js4|. € Conf, es
decir, f + g es conforme en z.

7. Encontrar el conjunto de puntos (z,y) donde la funcién f(z,y) = (2? —y,z+
y?) sea conforme. Dibuje una representacién grafica del comportamiento de f
cerca de (x1,y1) = (1,1), y de (z9,y2) = (1,—1), junto con una grafica de la
aproximacién lineal, de manera que ilustre qué tanto ésta es aproximacion a
aquella cerca de (x;,y;). (Sugerencia: mostrar algiin conjunto cerca de (x;, y;)
y también su imagen, para cada caso.) .

Solucidn. Se calcula

Notar que siempre J; # 0 por las entradas £1, que no dependen de x,y. Entonces
{(z,y): Jp € Conf} = {(x,y): ==y}

Para la grafica, se sugiere tomar cerca de (z;, y;) segmentos horizontales y verticales,
y graficar sus imagenes bajo f asi como bajo la aproximacién lineal. Luego notar
que para ¢ = 1 las imagenes son ortogonales para la aproximacién lineal y aproxi-
madamente lineales para f misma. Para ¢ = 2 los cuadrados van a paralelogramos
chuecos.

Como alternativa, graficar las imdgenes de circulos pequefios centrados en (z;, ;)
y notar que las imagenes son (casi) circulos en un caso, y elipses no-circulares en el
otro.



