VARIABLE COMPLEJA
Lista 1

(Solucién)

1. Sea f: R — R. Supdéngase que f es localmente polindémica (cada = € R tiene
una vecindad (z — d, 2 + 0) en la cual f coincide con algin polinomio).

Demostrar que f es polindémica (coincide con algiin polinomio en todo R).

Solucién. Tomando primero x = 0, por ser f localmente polinémica obtenemos un
0 > 0y un polinomio P de algin grado n tal que f = P en la vecindad (—4,9) de
0; es decir, f|_ss5) = Pl(—sz)- Sea mg = sup{a > 0: f = Pen (0,a)}. Asizg > 0.

Supdéngamos que xg < oo. Por hipétesis hay un 6y > 0 y un polinomio Py de
algdn grado ng tal que f = Py en la vecindad (z¢ — do, o + d9) de xg. Entonces
P — Py = 0 en los puntos zg — do/k para k = 1, 2, ..., max(n,np) + 1. Un
polinomio distinto de 0 no puede tener mas ceros que su grado, por lo que P — Py
es idénticamente cero, por lo que P, P, son el mismo polinomio. Luego f(z) = P(x)
para xg < x < xg + dg y por tanto para 0 < z < xg + Jp, contrario a la definicién
de x. De la contradiccidn se concluye que z¢ = oo, es decir f = P en [0, 00).

Usando f(—=x), P(—x) en lugar de f(z), P(z) de lo que acabamos de demostrar
deducimos que f = P en (—00,0], luego f = P en todo R. Asi f es polinédmica.

Alternativa: Escoger P como arriba, luego definir A = {z: f = P en alguna
vecindad de x}. Es inmediato que A es abierto, pues para cada punto en A, la
vecindad mencionada en la definicién estd contenida en A. Por construccién de P,
tenemos 0 € A, por lo que A es no-vacio. Sean {xj} CA z; — xR Por ser
f localmente polinémica, hay una vecindad V' de = y un polinomio ) que coincida
con f en V. Para todo j grande se tiene 2; € V, y tomamos tan sélo un tal j. Por
el hecho z; € A, hay una vecindad W de z; en la que P coincide con f, luego P
coincide con @ en el abierto U NV. Por ser x; € U NV, este abierto es no-vacio y
tiene una infinidad de puntos, luego P = @ (son el mismo polinomio). Puesto que
f =@ enV, esto implica que f = P en V, luego entonces lim;z; = x € A por
definicién de A. Asi A es también cerrado, y como R es conexo, A = R como se
tenia que demostrar.

(Nota: Si se definera A como {z: f(x) = P(x)}, este argumento no funcionaria.)



