15.1.

15.2.

VARIABLE COMPLEJA #13

SINGULARIDADES

Nos interesan las singularidades aisladas de las funciones holomorfas.
Es 1til también considerar anillos

AR1,R2(ZO) = {ZZ R; < ‘Z — Zo‘ < RQ}

para luego tomar el caso particular Ry = 0 (o tomar el limite R; — 0).
SERIES DE LAURENT

Sea f holomorfa en Ag, g,(0). Para cualquier z € Ag, g,(0) podemos
tomar 71,79 tales que Ry <1 < |z| < ro < Ry, asi

z € ATl,Tz (O) - ARl,Rz (O)

La frontera 0A,, ,,(0) se forma de dos circunferencias; se pueden jun-
tar con un par de segmentos radiales cercanos, para obtener una curva
cerrada que es es homotépica a una circunferencia pequena 0B.(z)
en Ag, r,(0) — {z}. Por la Férmula Integral de Cauchy,

1 1
o) = = Fw) g L flw) .
21 JoB,,(0) W — 2 21 Jop, (o) W — 2
= [T+ (2)
(Si f fuera holomorfa en todo Bg,(0), entonces tendriamos f~ = 0

mientras fT = f.) Expansion en series:

mift(z) = M w P2 M 1 w
2mif* (2) /8 J /8&2(0) a

Brz(o) w—z

o] k o
z unif f(w)dw E
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13.5.

Por eso definimos

1 f(w)
ak

= dw
2mi Jop, o) W

para todo k € Z (el valor preciso de r no importa). Entonces

o) -1
FFe =Y a )= a4t
k=0 k=—o00

Se verifica que para k > 0, |ax| < C/RE, mientras que para k < 0,
la_i] < C/RY. Ast Y " apz" converge para |z| < Ra, y Y ;" ayt* con-
—1

verge para |t| < R;. Nétemos que E ayz" es una serie de potencias
—00

aplicada a 1/z y por tanto converge para |z| > R;.

Proposicién. Si f es holomorfa en Ag, r,(20), entonces existen
o

coeficientes ay, € C tales que f(z) = Z ar(z — )"
k=—o00
para todo z € Ag, r,(%0).

Esta serie se llama la serie de Laurent para f centrada en el punto
2o (0 mas precisamente, en el anillo Ag, r,(20)).

Ejercicio. Los coeficientes de la serie de Laurent son tnicos:

sid e arp(z—20)" =>r0 _ br(z— 20)" para todo z € Ag, r,(20),
entonces a, = b, para todo k.

SINGULARIDADES REMOVIBLES

Sea f holomorfa en Ay, (20) = B, (20) — {20}. Entonces tenemos para
0o<r <r,

/aBr'(Zo) f(Z) * /335(20) f(Z) *

cuando 0 < € < r’. Este sup podria tender al oo cuando ¢ — 0. Para
evitarlo, podremos agregar una hipétesis como |f| < M. Con esto

/ f(z2)dz=0
0B,/ (z0)

2

< (2me€) sup |[f]

|z—z0|=¢




para todo 77, i.e., el residuo es cero. Como consecuencia, / f(z)dz =
Y

0 para curvas cerradas v C B,.(z) (ain sin las hipé6tesis del T. de

Cauchy). De esto podemos definir F'(z) = / f(w) dw y obtener F' =

~ ’YZ
f. Esto nos permite definir una funcién f en todo B,(zp) mediante

f(z):{ f(2),  2# =,

F'(z9), z= 2o,
que es holomorfa y extiende f, es decir, f| Aor(zo) = [

Teorema. (de Riemann sobre las Singularidades Removibles) Sea
f holomorfa en Ay ,(z). Supéngase que |z — z||f(2)] — 0 cuando

1
|z — 20|

en zg es removible. (Es decir, f es restriccion de una funcién holomorfa
en B, (z).)

z — 2o (es decir, f(z) = o( )). Entonces la singularidad de f

La demostracion de arriba requeria completar unas tecnicalidades
para asegurar que F' realmente esta definida en z.

Demostracién. (2) Mostrar, con un sencillo estimado, que para k >

0, se tiene ¢ f(2)(z — 2)*dz = 0. Entonces la serie de Laurent
S ar(z — 2)* tiene ay = 0 para k < 0, o sea f = fT. []

Demostracién. (3) Sea

9(z) = { (2 = 20)f(2), 2 # 2,

0, z = 2.

Entonces g es continua, y con bastante trabajo, se demuestra que
f7 gdz = 0. Luego por el Teorema de Morera g es holomorfa, se

puede expresar g(z) = > 17 bi(z — 20)F. Asl f(2) = >0 bry1(z — 20)*
y f tiene una extensién holomorfa, f(z9) = by = ¢'(29). []

Demostracién. (4) Sea

o= { AT 22

0, zZ = 2.

Entonces

M = (2= 20)f(2) = 0



15.4.

13.5.

13.6.

15.7.

Ejemplo. Habiendo demostrado de alguna manera que

cuando z — zj. Por lo tanto ¢(zo) existe. Por el Teorema de Goursat,
g es holomorfa en B,(zy), con g(z9) = ¢'(z9) = 0. Se puede expresar
9(z) = 35 be(z — 20)F. Ast f(2) = Y07 brs2(2 — 20)* y f tiene una
extension holomorfa, f(z9) = be = (1/2)¢"(20). []

Ssen 2z
— 1

cuando z — 0, sabemos que la singularidad en z = 0 es removible.

El Teorema de las Singularidades Removibles generalmente se usa
con un hipdtesis més fuerte, “si f es acotada cerca de zy, entonces
2o es una singularidad removible” o ain mas fuerte, “si f tiene un
limite en zp, entonces zy es una singularidad removible”.

FUNCIONES MEROMORFAS

Definicién. Una singularidad aislada 2, de una funciéon holomorfa f

se llama un polo de f si |f(z)] — oo cuando z — 2. Se dice que f
es meromorfa en el dominio D si existe un subconjunto £ C D de
puntos aislados de D tal que f es holomorfa en D — E' y f tiene un
polo en cada punto de E. (“Todas las singularidades de f son polos
(o removibles).”) Cuando z es un polo de f se escribe f(z) = oo.
(Con esto, se considera que f estd “definida” en todos los puntos de
D.)

Ejemplo. Para z, = i/n, tenemos |¢!/*"| = 1 /4 oco. Por lo tanto

f(z) = e’/* no tiene un polo en z = 0. Eso a pesar del hecho de que
para z,, = 1/n, se tenga |f(z])| — 0.

Definicién. La esfera de Riemann es el conjunto C = C U {o0}. Una

vecindad en C del punto oo es cualquier conjunto que contenga un
conjunto de la forma {oo}U{z € C: |z| > R}. Decimos que z, — oo
cuando n — oo cuando (VR > 0)(3IN)(¥n > N) |z,| > R 6 2z, = 0.

b
Ejemplo. Sea ad — be # 0. Entonces la funcion f(z) = azi—d es un
- cz

homeomorfismo de C a C.

Definicién. Sea D un dominio en C. Sea co € D. Decimos que f
es holomorfa en oo si la funcién ¢ — f(1/t) es holomorfa en una
vecindad ¢ = 0. Similar para “meromorfa” en lugar de “holomorfa”.
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13.8.

15.9.

Proposicién. C es compacto.

Cuando f tiene un polo en zy, su reciproco 1/f tiende a cero en z.
Por el Teorema de Riemann, 1/f tiene una singularidad removible en
29, y vale cero ahi.

Definicién. El orden de un polo zy de f es el orden del cero de 1/f
en zp.

El orden del polo puede calcularse como

min{m: (z — z)™ f(2) tiene una singularidad removible en z}.

Proposicién. La serie de Laurent en un polo de una funcién meromor-
fa tiene un nimero finito de coeficientes no-cero con indice negativo:

F2) = ar(z—2)"

k=—m

donde m es el orden del polo de f en z.

Proposicién. Sea zg un polo de f de orden m. Entonces hay una
vecindad V' de 2y tal que f es m-a-1 en V' \ {2y} . Para cada wy
con wy > R (grande) hay exactamente m soluciones de la ecuacién

f(z) =woen V \ {z}.

(Esto se obtiene de las propiedades correspondientes de 1/f.)

Nota. Los polos de una funcién meromorfa son puntos aislados.

SINGULARIDADES ESENCIALES

Definicién. Una singularidad aislada de una funcién holomorfa se
llama una singularidad esencial cuando no es removible y no es un
polo.

Removible Polo Esencial
o] o0 o
0 —-N —o0
tiene limite en C limite=c0 ni limite, ni acotada



13.10. Teorema. (Casorati-Weierstrass) Sea zy una singularidad esencial de

1.1.

14.2.

la funcién holomorfa f. Sea ¢ € C arbitrario. Entonces cada vecindad
de zp contiene una sucesién cuya imagen bajo f converge a c. (La
imagen de toda vecindad perforada de una singularidad esencial es
densa en C.)

Un resultado més fuerte:

Teorema. (grande de Picard) Sea zp una singularidad esencial de la
funcién holomorfa f. Entonces

(Ja) Vee C—{a}) (Vr>0) (3z € Ap.(20)) f(2) =c.
Demostracién. (se omite)

VARIABLE COMPLEJA #14

RESIDUOS

Recordemos que

1
ReSZOf:_/83( )f(w)dw:a_l
(20

271

donde f(z) = > ar(z — 20)".

Nota. Si 2 es una singularidad removible de f, entonces Res,, f = 0,
pero jno reciprocamente!

Proposicién. Sea f con un polo de orden 1 en z,. Entonces
Res,, f = lim (z — 29) f(2).
Z—r20

Ejemplo. ResZZZOM = g(2¢) si g es holomorfa.
zZ— 20



Ejemplo. Sea a # 0,

1 1
Resam = Resam = 5
1 1 1
RGS“W = Rese (z—a)(z2+az+a?)  3a®
1 1 1
Res“ﬂ = Rese (z—a)z+a)(z2+a)  4a¥
Resam = Res, G i ) h(; : Z(a) = W si h'(a) # 0.

Proposicién. Sean g, h holomorfas; sea z; un cero simple de h; sea
g(z0) # 0. Entonces

ReSZO% = 9(z0) .

14.3. Representacion de funciones racionales en fracciones parciales.
Ejemplo: encontrar las constantes A, B, C' en
1 A Bz+C
2(22—42+8)  z  22—4z+8
En z = 0 sabemos que
1 1 1
R = S
6302(22 —4z+8)  (2—-42+8)|_, &
A Bz+C
Resp— = A, Resy————— =
esoz s 68022 —4Z—|—8 s
luego A = 1/8. Para encontrar B, C,
Bz+C 1 1 —2% + 4z

2—4z+8 2(:2—42+8) 8z 82(2—42+38)

o sea 82(Bz + C) = —z? + 4z. De esto se despejan B, C inmediata-
mente.

Como alternativa, ya conociendo A y poniendo 22 — 4z + 8 =

(z — a)(z — B), tenemos los residuos

_ Ba+C
= TF

Res Bz+C  Bp+C
P2 448 g —a

, ete.,



14.4.

14.5.

1 B 1 ~ Res, | Resg
2—4z+8 (z—a)(z—8) z—a z-p

luego con aff = 8, a+ B = 4 se llega al mismo resultado para B, C.

Proposicién. Para calcular residuos en polos de mayor orden. Sea

a_p a_1
f(z):m+'--+z_zo

+ap+ai(z—2z)+---

con a_, # 0. La siguiente funcién es holomorfa,
(2—20)" f(2) = a—nta_pns1(z—20)+ - +a_1(z—20)" " +ao(z—20)"+ - -
y queremos despejar el coeficiente de (z — z)" ™!, que es

dn—l
o1 = o | (= )" (2)

zZ=a

donde ord,, f = —n.

: 1 :
Ejemplo. f(z) = m tiene un polo de orden 3 en z = a. Por
lo tanto

1 d? 1 1 12 6 3
Resad = B Digz ((z+a)3> o0

z+a)® ‘a - (2a)® " 16a%

Definicién. Una curva de Jordan es una curva simple y cerrada. (No
tiene que ser rectificable.)

Teorema. (de la Curva de Jordan) Sea v C C una curva de Jordan.
Entonces el complemento C — v tiene exactamente dos componentes
conexos, que son un dominio acotado y un dominio no-acotado (lla-
madas la regién interior y la regién exterior a 7). La region interior
es simplemente conexa. (Se omite la demostracién.)

Definiciéon. D es un dominio de Jordan cuando su frontera 0D es
una curva de Jordan y D es la regién interior de esta curva.

Nota. No todo dominio simplemente conexo y acotado es un dominio
de Jordan.



14.6.

14.7.
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Unas versiones mas del Teorema de Cauchy:

Proposicién. Sea D un dominio de Jordan; sea v C D una curva

cerrada. Sea f holomorfa en D. Entonces / f(z)dz=0.
gl

Proposicién. Sea D cualquier dominio en C; sea f holomorfa en D;
sea 7y una curva de Jordan (rectificable) en D tal que la regién interior

de 7y estd contenida en D. Entonces /f(z) dz = 0.
2l

Teorema. (de los Residuos) Sea v una curva simple y cerrada (suave
por pedazos). Sea f una funciéon meromorfa en un dominio que con-
tiene tanto a v como a la regién interior de 7, con ningin polo de f
sobre ~. Entonces

/f(z)dz—Qm' Z Res, f.

z den-

tro de ~
Nota. La sumatoria es efectivamente sobre un conjunto finito, de los
polos de f dentro de v, pues en los demas puntos se tiene Res, f = 0.

Nota. Se puede cambiar la hipétesis “meromorfa” en “holomorfa sal-
vo por singularidades aisladas”. Veremos la demostraciéon mas ade-
lante.

/!
Proposicion. Resz()i = ord,, f. (Residuo de la derivada logaritmica)

f

Teorema. (Principio del Argumento) Sea f meromorfa en D. Sea ~y
una curva de Jordan en D con su regién interior también en D, y
que no pase por polos o ceros de f. Contemos los ceros y polos de f
segun sus multiplicidades. Entonces

#{ceros de f dentro de v} — #{polos de f dentro de 7}
1 [ f(2)

omi ), F(2) dz.

Nota. Cuando n = ord,, f, tenemos

2f'(2) 2f'(2) 2

Res,,———= = nzy, Res,,———= = nzg,

T f(z) f(2)



14.9.

etc. El mismo razonamiento de la demostracion del Principo del Ar-
gumento da

1 zf'(z) , ceros den- polos den-

o 7 (2) dz = Z tro de v N Z tro de ’
1 22f(2) cuadrados cuadrados

— dz = -

2mi /7 f(z) : Z <de Ceros > Z de polos /)’

ete.

INDICE (Winding Number)

Dada una curva (continua) v: [a,b] — C — {0}, describiremos la va-
riacién neta de argy(t) cuando ¢ varia de a a b. Observemos que no se
vale escribir simplemente “arg~y(b) —argy(a)” por la ambiguedad del
argumento médulo 27. Puesto que v mantiene una distancia positiva
€ del origin y es uniformemente continua, hay una particion

a, a+9, a+20, ..., b

tal que y([a+kd, a+(k—+1)d]) estd dentro de un sector de dngulo menor
que 27 /3. Luego el cambio neto de argy(t) en [a+ kd, a+ (k+1)d] es

argy(a+ (k + 1)) — argy(a + k)

que tiene un valor tinico con la condiciéon de que su valor absoluto es
< 27 /3. El cambio neto de argy(t) en [a, b] es la suma de éstos. Si se
reduce el valor de § este cambio neto queda igual. Esto no requiere
que 7y sea suave.

Para ~ suave, se puede describir como sigue. Cubrimos 7 con discos
sucesivos que no toquen el origen. Cada disco es simplemente conexo,
hay una rama holomorfa de log z = log |z| 4+ i arg z. Entonces

/’Y(tkﬂ) % — log Y(tetr) log |7(tk+1|
At F v(t) v (tk)]

—i ((argy(tr) — argy(ty))

(si se usara otra rama de log z, la discrepancia de una constante se
cancelarfa y se obtendria el mismo resultado.)

14.10. Definicién. Sea p € C. Sea 7 una curva cerrada (suave por pedazos)

en C — {p}. Entonces el indice de1 3 alrededor de p es

n(%p)zi/7 =

2w J, 2 —Dp

Proposicién.



(1) n(v.p) € Z.
(11) Si p,q estdn en la misma componente conexa de C — 7,

entonces n(vy,p) = n(v,q).
(111) Si p estd en la componente no acotada de C — 1,
entonces n(y,p) = 0.

14.11. Supéngase que f es holomorfa. Escribiendo w = f(z),
1 fllz), 1 dw

#{ceros} F2

Por eso la imagen f(7) tiene informacién sobre los ceros de f. Esta
interpretaciéon en términos de indice es la razon por que se llama
Principio del “Argumento”.

Ejemplo. ;Cudntas veces se anula el polinomio P(z) = 24+ 23 +422+
2z + 3 en el primer cuadrante { Re z > 0, Im z > 0}7?

14.12. Teorema. (Fundamental del Algebra) Sea P(z) = a,2"+- - -+a12+ag,
a, # 0, n > 1. Entonces la ecuacién P(z) = 0 tiene exactamente n
soluciones en C, contadas con sus multiplicidades.

(“Multiplicidad” significa que si P(z) — ¢ tiene un cero de orden m,
entonces dicho cero cuenta como m soluciones de la ecuacién P(z) =

c.)

14.13. Teorema. (de Rouché) Sean f, g meromorfas en D. Sea v C D una
curva simple y cerrada que no pasa por polos de f o de g, tal que el
dominio D, que encierra esté contenido en D. Supdéngase que

1F(z) = 9(=)] < lg(=)]

para cada z € 7. (Esto implica que v no pasa por ceros de f o de g.)
Entonces

#{ceros de f dentro de v} — #{polos de f dentro de ~}
= #{ceros de g dentro de v} — #{polos de g dentro de 7}

VARIABLE COMPLEJA 15

HOMOLOGIA
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15.2.
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Se escribe v ~ 0 para indicar que v es homotopica a un punto como
lazo en D.

Definicién. v ~ 0 en D (y es homologa a cero en D) significa (Va ¢ D)
n(y,a) = 0.

Recordemos que si a,a’ estan en la misma componente conexa de
!/
C — ~, entonces n(vy,a) = n(y,ad).

Proposiciéon. y>~0en D —> ~vy~0en D.

Nota. y~0en D == ~y>~0en D.

Lema. Sea 7 C C una curva cerrada, A un disco de tal suerte que
v N A sea el didmetro vertical de A, trazado por v t* veces en la
direccién de abajo hacia arriba, t~ veces de arriba hacia abajo. Sea
t =tt —t~. Témense puntos a,a’ € A —~, con a a la izquierda y o’
a la derecha del diametro. Entonces

n(y,a) =n(y,ad) +t.

Teorema. (de Cauchy para homologia) Sea f holomorfa en D y sea
v~ 0en D. Entonces [ f(z)dz= 0.

Teorema. (Formula Integral de Cauchy para homologia) Sea f holo-
morfa en D, sea v C D una curva cerrada que no pasa por zo € D.
Sea v ~ 0 en D. Entonces

LI e ) ).

2mi ) 2 — 20

El Teorema de Cauchy también se aplica a ciclos que son sumas for-
N
males Y ' n;y; donde las ; son curvas cerradas, y donde se definen

/f(z) dz = an / f(2)dz vy n(v,p) = SV nin(v,p). Cuando

algunas de estas curvas son idénticas, se puede indicarlo con coefi-
. N
cientes, v = >_ n;i, luego n(y,p) = X1 nin(v,p).

Corolario. (del T. de Cauchy para homologia) Supéngase que

12
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(Va & D) n(y1,a) = n(y,a). Sea f holomorfa en D. Entonces
/ f(2) dz:/ f(2)dz.

7 2

Teorema. (de los Residuos para homologia) Sea f holomorfa salvo

por singularidades aisladas en D. Sea v C D que no pase por ninguna
singularidad de f. Sea v ~ 0 en D. Entonces

/f(z)dz = QWiZn(%z) Res. f.

zeD

Teorema. (Principio del Argumento para homologia) Sea f mero-
morfa en D. Sea v C D que no pase por ceros ni polos de f. Sea
v~ 0 en D. Entonces

LB, > nly,2) =Y n(7,2)

271—2’ ol f(Z) Z un Z un
cero polo
de f de f

donde se cuentan los ceros y polos segtin multiplicidades. Esto signi-
fica que cuando z es un cero de orden m, tiene que sumarse m veces
el término correspondiente. Si se cuentan los ceros y polos una sola
vez

1 (2
w5 B = ol 2ord - 3 nly.2)(-ord.f)

Z> z un zZ un
cero polo
de f de f
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