9.1.

VARIABLE COMPLEJA #9

INTEGRACION SOBRE CURVAS

7v: [a,b] = C serd una curva (i.e. continua) en C.

Definicién. La longitud de ~ es

long () = sup {Z |v(te) —Y(tk—1)|: a=to <ty < -+ <tp = b} )
k=1

Se dice que 7 es rectificable cuando long () < oco.

Definicién. Una reparametrizacion de v es una curva 7 = yoy donde

@: [a’,b'] = |a,b] es un homeomorfismo creciente.

Proposicién. Cuando 7 es una reparametrizacién de v se tiene longy =

long ~.

Proposicién. Cuando v es de clase C?, se tiene

b
longy = [ 1/(0)] .
Solamente usaremos curvas de clase C'! por pedazos. Tenemos

longy < (b —a) max 7]

Sea D C C un dominio, y 7: [a,b] — D de clase C*.
Proposicién. Sea f: D — C de clase C*'. Entonces

b
long (f o) =/ Jrh “/(t)‘ dt.

La siguiente notacién es muy conveniente. Consideremos algin
conjunto £ O 7y([a,b]), y una funcién p: £ — R.

Definicién. La integral de linea de p con respecto a longitud de arco de ~

/mmwz/pmmwmw.

(Nétese que z, t son variables mudas, salvo que se entiende que z € C
y t € R.) Esto requere que p o~y sea integrable.
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9.2.

9.3.

Con esta definicién, cuando f es holomorfa la proposicién se expresa
como

long ( 09) = [ 1£(:)] |d2].

Recordemos que la integral se aproxima por una sumatoria real,

[ ptorae= Y pten) st

Para una funcién f = u +iv: [a,b] — C podemos definir la integral

/abf(t)dt:/abu(t)dtJri/abv(t)dt.

| s~ Y re) s

es aproximada por una sumatoria compleja, aunque Aty es real. Se
vuelve mas interesante cuando la “diferencial” también es compleja.

Entonces

Integrales de linea. Tenemos 7: [a,b] — C, f definida en ([a,b]).
Queremos una integral

JECLE) SN

donde ahora Az, es complejo.

: . : . 1 .
Ejemplo. Un ejemplo ilustrativo es / —dz. Se aproxima por
- 9B, (0) ?

1 1
— Az, donde Az, ~ (Af})-izp. De est — Az~ AG), =
sz 2z, donde Azy, = (Ab)-izy. De es Ozzk 2k ZZ &

27, que resulta que no depende de 7.

Otro ejemplo es la integral sobre un segmento de radio, de rie? a

A , ) , 1 1
roe®® para 0 fijo, 11 < 1o. Aqui Az, = e?Ar, — = —e % luego
2k Tk

1

— Az, & —Aryg lo cual no depende de 6. Por lo tanto esta integral
%k Tk

es un numero real.



9.4.

9.5.

Definicién. La integral de linea de una funcién compleja sobre una
curva diferenciable se define como

[rea= [ F) A 1)

Lo esencial aqui es de observar que el integrando incluye una multi-
plicacién de nimeros complejos, uno de los cuales representa el vector
tangente a la curva.

Proposicién. Si v es una reparametrizacion diferenciable de ~,

entonces

/f dz—/<>d

Ahora escribiremos (¢ z(t) + 1
V() = 2'(t) + iy (1) COH f( ) =
u(y(t)) + tw(y(t)). Entonces

/f(Z)dZ = /(U(v(t))x’(t)—v(v(t))y’(t))dt

y(t) (=“2(t)”), de manera que

u(z) + iv(z) tenemos f(y(t)) =

w1 [ LO@® +utow o) d

Esto se expresa en forma mas sencilla como sigue,

Definicion.

b
/ Pdet Qdy = / (P2 (1) + Q) (1)) dt.
Asi
/f(z) dz = /(u +v)dx + (—v + iu)dy

y

= [Y(uda:—vdy)jti/(vdx—i-udy).

v

La misma expresion se obtiene al escribir z = z 41y, dz = dx + i dy,
que da

f(2)dz = (u+iv)(de +idy) = (udx — vdy) +i(vdx + udx)

dz + idy

1
Ejemplo. /Zdz: , :/ T (dx+zdy)

x+ iy x2—|—y2
_/(xdx—l—ydy)—l—z( yd:c—irxdy)
B x? 412
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Ejemplo. La férmula de un conjugado arménico v de u se puede
expresarse mas facilmente como

v(x,y) = / Uy dy — uy dz.
Yx

'Y

9.6, Definicion. / F(2)dz = / F () 70 dt.

Ejercicio. /f(z)diz/fdz.
ol

9.7.  Terminologia y notacién.

/ significa / donde y(t) = z +re', 0 < t < 2m.
0B, (2) y

Si 0D es una unién finita de curvas cerradas simples, en |, op S€ enten-
dera que se orientan de manera que encuentren a D a su izquierda.

Definicién. Una curva v: [a,b] — C es una curva cerrada (o lazo) si

7(a) = ~(b).
(No confundir con “conjunto cerrado”, v([a, b]) siempre es cerrado.)

/ significa /
Orectangulo ¥

donde 7(t) traza el perfmetro del rectangulo en el sentido antihorario.

9.8. Proposicién. (de Green para un rectangulo) Sea [a, b] x[c,d] € D C C
(D abierto) y sean P,Q : D — R funciones de clase C'*. Entonces

// (Qx—Py)dxdy:/ (Pdz + Q dy).
[a,b] X [e,d] 9([a,b] X [c,d])

9.9. Propiedades de la integral de linea compleja.

Proposicion. (a)

A () dz

/abg(t) dt‘ < /ab lg(t)| dt  (g: [a,b] = C).

< / £ ldz] < (mix|fl)(long)  (f: D= €.~ € D)

(b)
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Proposicién. Sea f, — f uniformemente en 7 (rectificable) cuando

n — oo. Entonces /fn(z) dz — /f(z) dz cuando n — oo.
g gl

Ejemplo. Sean f(x) = 0, f,(z) = n®ze ™ para x € [0, 1]. Entonces
fn — f puntualmente pero no uniformemente, y
Jy fadz=1—(n+1)e™ =1 # 0= [ fdr.

Proposicién. Sean v C D, f: D — C, F: D — C, F holomorfa,
F' = f. Entonces

/ f(2)dz = F(3(b)) — F(x(a)).

Corolario. Si f tiene una primitiva en una vecindad de una curva
cerrada v, entonces f7 f(z)dz=0.

1
Ejemplo. Sea f(z) = — en D = C — {0}. Esta f no tiene ninguna
—_— 2

primitiva, pues si la tuviera, entonces por el corolario se tendria

/ f(z)dz==0
8B, (0)

pero sabemos que el valor de la integral es 2ms.

v: la,b] = C
Proposicién. Sea ¢(z,w) definida para z € D C C, w € 7. Supéngase
que

(1)  (Vz) w— ¢(z,w) es continua,
(1) (Vw) z — ¢(z,w) es holomorfa (escribiremos dy(z,w)/0z para
la derivada),

(111) g—gp(z,w) es continua en (z,w).
2

Entonces la funcién z — f7 (2, w) dw es holomorfa, y su derivada es

(“diferenciacién a través del signo de integracion”).



Ejemplo. La funcion gamma de Euler T'(z) = / e 't dt.
0

(Hay que trabajar: aplicar la Proposicién a flij y tomar limites.)



