J.1.

VARIABLE COMPLEJA #4

SERIES INFINITAS

Sean a; € C. Las sumatorias (finitas) se pueden definir de forma
recursiva,

ko—1 N N-1
Definicion. g a, = 0; E ap = any + g ap para N > ky.
k=ko k=ko k=ko

Sea L € C.

00 N
Definicion. Z ap = L significa Z ar — L cuando N — oc.
k=kg k=ko

(=limite de sumas parciales) Cuando tal L existe, decimos que Z ay
es convergente. De otro modo es divergente.

Ejemplo. > a* (s. geométrica) es convergente cuando a € C, |a| < 1.
Demostracion.

N+1 1

N 1—a
k

E = — )
“ 1—a l1—a

k=0

> 1/k (s. arménica) es divergente. Demostracién.

1—1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+
~k 2 3 4 5 6 7 8

UL + ! +

-2 2 2 U

o0
Proposicién. Z ajp convergente ——> Z ap — 0 cuando N — oo

k=N

(cola de una serie).

Demostracién.
0o o0 N-1
Zak:Zak—Zak%L—LcuandoN%oo. ]
N ko ko



4.2.

4.3.

Proposicién. Z ap convergente —> a, — 0 cuando k — oc.

k k—1
:Zak—Zak%L—LcuandoN%oo. []
ko ko

Proposicion. E ag, E by convergentes —>

Z(ak + by) es convergente y Z ap + Z b, = Z(ak + by).
k=ko k=ko k=ko

Demostracién.

N

Z (ar+0by) = Zak+2bk—>2ak+2bk cuando N — oo. []

k=ko k=ko k=ko k=ko k=ko

Proposicién. (Criterio de Comparacion)

(VE) 0 < ap < by, Zbk convergente —> Zak convergente.
Demostracién.

‘iak—zak‘—}Zak}—Zak<Zbk—>0cuandomn—)oo

k=ko k=ko

porque {Ziv:ko br } v es una sucesion de Cauchy. Por lo tanto {Zi\;ko ag}n
es una sucesiéon de Cauchy y luego converge.

Ejemplo. a € R. Entonces ) k* diverge para a > —1 por comparacién

con Y (1/k). Para a < —1, escribimos b = —a para claridad, con
b>1,

2n+1 2n+1 2n+1

Z Lo = Z k’ < Z 2n (271) (Qn)l—b _ (21—b)n‘
k=2741 k=27+1 k=27+1

Como 2'7% < 1, la serie > k¢ converge por comparacion con la serie
4g 13 1-b\n
geométrica »_ (2'77)

Definicion. E aj es absolutamente convergente cuando E lax| es

convergente.
E aj se dice condicionalmente convergente cuando es convergente

pero no absolutamente convergente.



4.

Proposicién. E aj absolutamente convergente —>

E ay convergente.

Demostracién. | Y . ax| <30 Jag| = 0 cuando m,n — co.  []

Un reordenamiento de Z ay, es la serie Z ayn, donde k — ny es una
biyeccién de los indices {k € Z: k > ko}.

Lema. Sean a, € R, a; > 0, Zak convergente. Si Zank es un

o0

reordenamiento de E ag, entonces E ay, €S convergente y E Ay, =

1
e

S a

1
Demostracién. Sea L = Zzz ai. Dado ¢ > 0, tomemos N tal que

S ore o ak < €/2. — L| < €/2 para todo N’ > N. Toma-
mos N’ tan grande que

[0, NI € {nkg, Mkgt1, -+ -5 N}
Escribimos A(N, N') = {ng,, Nkos1, ---» N} \ [ko, N]. Entonces

’Zank L|—’Zak+ Z k—L’

k=ko k=ko k€EA(N,N’)

N
S‘Zak—L‘—F Zak< +§

k=ko E€EA(N,N')

Corolario. Sean a; € C, Z aj absolutamente convergente. Si Z n,,

es un reordenamiento de E ay, entonces g an, es convergente y

Demostracién. Tenemos Y |ax| convergente, |ax| € R. Por el lema,
el reordenamiento ) |ay,, | es convergente. Por el Criterio de Compa-
racién, Y |Re an, | v D |Im ayn, | son convergentes, o sea Y Re a,, y
>~ Im a,, son absolutamente convergentes. Ahora

N N N
lfim E any, = lim ( E Re ap, +1 E Im a,,)
N—ro0 N—o0

ko ko ko



4.5.

4.6.

:i Re ank+i§: Im a,, = Re iak#— Imiiak:iak-
ko ko ko ko ko
[

Proposicién. Criterio de la Razén (d’Alembert) Sean a; € C. Sea
(VE) |ags1/ax] < r < 1. Entonces Y ay es absolutamente convergente.

Demostracién. |agx| < 757%|ag|, 3~ |ax| converge por comparacién con

> (laol /rto)rt. i

Ak+1
ag

La hipotesis puede expresarse lim sup < 1, donde

limsupry = lim (sup{ry: k> N})
k N—o00
cuando 7 € R. (No es suficiente lim sup |ag41/ax| < 1.)

Proposicién. Criterio de la n-ésima raiz (Cauchy). Sean a; € C. Sea
(Vk) |ax|* < r < 1. Entonces Y a; es absolutamente convergente.

Demostracién. |ag| < 7%, 3 |ax| converge por comparacién con S r*.

[

1/k

La hipdtesis puede expresarse lim sup |ay|/" < 1.

RESULTADOS ADICIONALES SOBRE SERIES

En los siguientes resultados, ax € R, by € C. Se escribird a; 1 L si
ar — L cuando k — ooy (Vk) ar < agyq. Se escribird ay | L cuando
—ag T —L.

Proposicién. (Desigualdad de Abel) Sea M € R. Supdngase que

N
ar >0, ar | infag, (VN) Zbk < M. Entonces
k=1
N
(VN) Zakbk S MCLl.
k=1

Demostracién. Escribase By = Zf[ by, (asi By = 0). Luego

4



4.7,

N

N
Zakbk = Z%(Bk — Bi_1)
1 k=1
N-1 N
= (Z ayp By + aNBN> - Z apBy_1
2

k=1
N—
= (ax — ax41) By + an By,
k=1
por lo que
N N-1
|B|<M
S| "EY (z o — il + |aN|>
k=1 =

N—
a;go M < (ak — ak+1) +GN> = Mal. D
k=1

Proposicién. (Criterio de Dirichlet) Sea M € R. Supdéngase que
N
2 b
1
Demostraciéon. Noétese que |Z%§ br| < 2M. Por la Desigualdad de

Abel, ]Z%ﬁ arbe] < 2May,. De esto {3V axbp}35_, es una sucesién
de Cauchy, y por tanto converge. []

ar 4 0, (VN) < M. Entonces Z axby, converge.

Corolario. Siay | 0, entonces Z(—l)kak converge. (serie alternante)

Proposicién. (Criterio de Abel) Sea L € R tal que ar, T L 6 a | L

cuando k — oo, y supéngase que »_ by converge. Entonces Zakbk
converge.

Demostracion. Digamos a; T L. Asi L—ay, | 0, luego por el criterio de
Dirichlet, > (L — ay )by converge. También Y Lby = L by, converge.
Por eso, Y agbr = > Lb, — > (L — ay)by converge. Si al contrario
ar . L, entonces —ay T —L, luego > (—ay )by converge. []

Recordemos que f es continua si (Vzg) lim f(z) = f(z0). Hay dos
Z—20

formas equivalentes de entender lim f(z) = L:
Z—r20
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5.1.

(1) Cada vez que lim z, = 2, se tiene lim f(z,) = L;
n—0o0 n—oo

(1) (Ve > 0)(30 > 0) f(Bs(z)) C B.(L).

Consideremos una sucesion { f,, } de funciones, no necesariamente con-
tinuas. Decimos que f, — f puntualmente si (Vz) lim, o fn(z) =
f(2). Eso es,

(V2)(Ve)(3no)(Vn > ng) fu(z) € Be(f(2)).
Se dice que f,, — f uniformemente si

(Ve)(Fno)(V2)(Vn = no) fu(2) € Be(f(2))-

(Para este concepto no importa en qué conjunto estan definidas las
funciones, con tal que sea el mismo para todas.)

Volvamos a funciones en dominios de C.

Proposicién. f,, — f uniformemente, (Vn) f, continna —>
f continua.

Proposicién. (Prueba-M de Weierstrass). Supéngase que

(VE)(V2) | fr(2)] < My, ademds Y My, < oo. Entonces la serie > fi.(2)

converge uniformemente en z, y para cada z converge absolutamente:

Z fr(2) = f(z) uniformemente (en z) cuando n — co.
ko

VARIABLE COMPLEJA #5

SERIES DOBLES

Definicién. El producto de Hadamard de las series Y ag, > by es la
serie Y ¢, donde ¢, = agby, es decir la serie Y agby.

Definicién. El producto de Cauchy de las series > ax, > by es la
serie Y ¢, donde

n
Cp = E ajbn—j = E Cijk.
=0

Jt+k=n

6



5.2.

Definicién. Z ajr = L significa (Ve > 0)(3ng)(¥n > ng)

7,k>0

Zajk — L‘<€.

0<j<n
0<k<n

A veces se escribe ZZ a;x. (Aqui se ha evitado escribir Z;io Y reo ik
porque sugeriria que hay que sumar sobre k para cada j fijo, que es
otro concepto.)

Para las sumas dobles convergentes,

Z Ak + bjk Z Qjik + Z bjk

7,k>0 7,k>0 7,k>0

Definicién. Un reordenamiento de Z aji es Z Qp,q;. donde (7, k) =

(pjk, qjx) es una biyeccién de Z§ x Zg sobre si mismo.

Definicién. Una sucesién {I,} de conjuntos de pares I,, C Z¢ x Zg,

tales que (i) cada I,, es finito, (ii) I, I y (iii) U, In = Zg X Zg

se llamara una sucesion de bloques de indices.

Nota. Si I CZ§ x Z§ es finito, entonces (In) I C I,,.

Ejemplo. El blogue cuadrado I, = {(j, k): j, k < n}.

El bloque circular I, = {(j,k): j*+ k* < n?}.
El bloque triangular I, = {(3,k): j+k <n}.

Cada sucesion de bloques de indices crea una sucesion { E @ik bn-
(Jk)Eln
La definicién de convergencia de la serie doble E a;j, es equivalente a

la convergencia de la sucesion correspondiente al sistema de bloques
cuadrados {I,}:

Z ajp = JLH;OZajk (I, cuadrados).
In

3,k=0

Proposicién. 0 < b, < ajy, ijk a;, convergente —>

> ik bik convergente, > ., bix <D ajk.

7



Demostracién. Aplicar el resultado para series de un indice a ) 5, by, <

Z[n Ajk-

Proposicién. I}, C I, => >, |aj] <2, |al.
Definicién. Una sucesién de bloques de indices {J,} es una sucesién
de bloques lineal si #J,, = n. (Asi #(J,\ J,—1) = 1 para todon > 1.)

Nota. Se puede definir un sistema de bloques lineal a partir de
cualquier biyeccién Zg — Zg x Zd, n +— (jn, kn), poniendo J, =
{(ji, k1): 1 < n}. Todo sistema de bloques lineal se obtiene asf:
definir (j,, k,) = unico elemento de J,, \ J,_1.

Lema. Para cualquier sucesion de bloques de indices {I,,} hay un
sistema de bloques lineal {.J,,} que tiene una subsucesion {J,,, } tal
que I, = J,,, para todo n.

Demostracién. Definimos m,, = #1,,. Ordenamos I y todos los I, \
I,,—1 de forma arbitraria. Ponemos Jy = {1°" elemento de Iy}, luego
agregamos los elementos de Iy uno por uno en orden, formando

JoC S C---C Jpy = 1.
Luego agregamos los elementos de I; \ Iy en orden, definiendo
Imo € Imgs1 € -+ C Iy = 11,
etc. Técnicamente,
I = Jm—1 U{(m — m,,)-ésimo elemento de I,,, \ I, ,}

donde m,, <m < Mmy41. []

Definicién. E a;, converge absolutamente si E |a;x| converge.

Proposicién. Sean a;, € C, y sea ) aj; absolutamente convergente.
Entonces ) | a;;, es convergente, y la suma sobre cualquier sucesién de
bloques de indices, asi como todo reordenamiento E p. ;1> CONVETZE
al mismo valor.

Demostracién. Sea {I,,} = sistema de bloques cuadradados. La hip6te-
sis es que Y, |a;i| converge. Tomemos una sucesion lineal {J,,} con

T, = I




Los nimeros ) ; |a;| crecen con m. Puesto que n < m,, (propiedad
de cualquier indexacién de subsucesion), tenemos J,, C J,,, = I,

luego
D agel <7 lag
In

JTL
lo cual converge. Tomemos una bijeccién [ — (j;, k;) tal que J,, =
{(ji, k1): 1 < n}. Esto dice que

n

> lajel = laju|

Jn =0

que es una sumatoria con un sélo indice y hemos verificado que es
acotada. Por lo tanto la sumatoria ), a;x es absolutamente con-
vergente, y entonces es convergente: L = Y a;x,. Esto lo podemos
escribir como

Zajk — L  cuando n — oc.

JIn
Pasamos a una subsucesién, tiene el mismo limite:

Zajk = Zajk — L.
In

Jmn

Por definicién de sumatoria (que se basa en bloques cuadrados), esto

dice
E A = L.
7,k

Ahora que sabemos que la serie doble converge, consideremos dos su-
cesiones de bloques {I,,}, {I,}. Son subsucesiones de dos sucesiones
. - s . . , .
lineales, I,, = Jy,,,, I, = J,,, . Las sucesiones lineales J,,, .J;, convier-
ten las sumatorias correspondientes en sumatorias simples S, S de
un indice por medio de biyecciones, y la composicién de una biyec-
cién con la inversa de la otra muestra que S’ es un reordenamiento de
S; por la convergencia absoluta tienen la misma suma. Las sumato-
rias } o a;i y ) aji son subsucesiones, y por ende tienen el mismo
limite también.

Ahora consideremos un reordenamiento (pjx, gjx). Los bloques

I;L = {(pjz7kzvqu7kl: [ < TL}

definen la suma reordenada

E :a'pijjk = E : Qpg
g,k (

p,q)EL],

9



5.3.

5.

y por ser suma sobre otros bloques, el reordenamiento da la misma
suma. [

Proposicién. Si E a;, E bi convergen absolutamente, entonces la

sumatoria doble Z a;b, también converge absolutamente, y
ik

one (5 (52)

3,k=0

Por lo tanto el producto de Cauchy también converge absolutamente,
y a la misma suma:

Sz o) (52) ()

Demostracién. Para {I,,} los bloques cuadrados,

o () () () ()

cuando n — oo. Por la Proposicion anterior, E a;by, es absoluta-
mente convergente. Asi calculamos su suma como un limite,

- (£2) (£2) - (£2) (£

El producto de Cauchy, es la sumatoria cuando {I/,} es la sucesion
de bloques triangulares y la afirmacién se sigue de la Proposicion
anterior.

Proposicién. Supdngase que E a;, converge absolutamente.

Entonces (i) para cada j la sumatoria ), a;; converge
absolutamente, (ii) la serie iterada

> ()

e} o0 .
converge y su suma »_ = > 7 o ajp es igual a E Q-
1,k20
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Demostracién. Sea [, = {bloques cuadrados}. Por la hipdtesis de
convergencia absoluta, para cada j tomamos n; tal que para n > n;,

S sl = Y lanl < 2

J,k=>0 In

lo cual escribiremos como
€/2
Z ‘ Jk‘ = 9j+1°
(In)e

(i) Primero vemos que para n > nj,
€/2
Z sl < 2 )
De hecho, K > méax(n,k) = (n,k) € Ik, luego para tales K,

Z‘ank‘ < Z || < Z || < ;/31,

3,k>0

por lo que (x) se tiene. De (x) se sigue que ), a ), converge absolu-
tamente y podemos hablar de >~/ ajp.

(ii) Ahora,
> 3> = 2tk 2 )~ Z%H > )
7,k>0 7=0 k=0 (In)c 7=0 = k=n+1

Dos de los términos se cancelan. Para n > n;,

Z%‘k—ii%k < Z|agk|+z Z |ajil

§,k>0 j=0 k=0 7=0 k=n+1
€/2 €/2
= om Z o <€
j=0
POI' 10 tanto Zj7k20 ajk - h’Inn—>00 Z;’L:O Z;OZO ajk' D
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