3.1.

VARIABLE COMPLEJA #3

NUMEROS COMPLEJOS

Queremos estudiar funciones en R?, sobre todo las conformes. En R?
hay una adicién natural, (a1,by) + (ag,b2) = (a1 + a2, by + by); falta
una multiplicacién.

Recordemos que si fi: Dy — Ds, fo: Dy — D3 son diferenciables, y
si v: (t1,t2) — D1, entonces por la Regla de la Cadena

(f20(fie)) = Jn((fiey))
= Jf2 © Jfl (7/>
= Jf20f1 (’7/)

Supongamos que fi, fo son conformes. Entonces

. as —by L ap —b
Jf2 B <bz a2 )’ Jfl_(bl ay >’
_ < a;ag — blbg —(albg + blag) )

Jf20f1 CL1b2 + b1a2 aijag — blbg

todos ellos elementos de Conf.

Observemos que la segunda columna duplica la informaciéon de la

primera. Si vy = , entonces (f; o) esigual a

a
b

a; —b a\ [ aia—0bb
b1 aq b N alb—l—bla '

Las matrices actiian sobre los vectores de la misma manera en que
actian sobre las primeras columnas. Por eso podemos definir

ar (a2 _ ajag — biby
by by |\ aibs + bray

(“Completar el primer vector a una matriz; multiplicar.” O bien:
“Completar ambos vectores a matrices; multiplicar, descartar la se-
gunda columna del resultado.”)

Definicién. Numeros complejos. C = el campo del cual el conjunto
es R?, la suma “+” es la ordinaria y la multiplicacién se define como

WUy ”

" arriba. 1



3.2.

3.3.

C es isomorfo a Confy: para definir el isomorfismo, el vector en R? se
pone en la primera columna y se completa la segunda columna de la
unica manera posible.

Podemos considerar a 7', (fiov), (fio(f207)), Jr, Jpy J0p todos
como numeros complejos. La Regla de la Cadena para derivadas se
convierte en multiplicacion de complejos.

(fao )|z = folne fil: (oo f1)'(2) = f5(1(2)) fi(2)

Definicién. Se usa la siguiente notacion:

(1)-erke (3)-- (2)x

En lugar de hablar del homomorfismo inyectivo R — C, a — “

O )
simplemente decimos que R C C (Nueva definicién de R). Notemos

que
o (0 0y _(—-1Y\_
17 = ( 1 * 1= 0 = —1.
Definicién. Para a,b € R, se escribe
Re (a +ib) =a, Im (a+ib) =0,

a+1ib=a—ib (conjugado complejo),

la 4 ib] = Va? + b> (valor absoluto)
y cuando a® + b* # 0,

b
arg(a + ib) = tan™' —
a

(argumento, definido médulo 27, con el par de datos

cos(tan™! 2) = a/va? + b2, sen(tan™' 2) = b/Va® + b?).

Frecuentemente usamos las letras z = x + 1y, w = u + iv para
numeros complejos.

Proposicién. z = z, 2z = |z|%, |z] = |2|, |z2w| = |2||w]|, 2+Z = 2Re 2z,



3.4.

3.5.

z—z=2iImz, |Rez| < |z|, [Imz| < |z|. Si 2 £ 0, 1/2 = Z/|2|?,

I z—uy
r4iy a2+ y?

Proposicién. |z 4+ w| < |z] + |w|.

El valor absoluto define una métrica (z,w) — |z — w| en C de la
misma manera que lo hace en R.

Definicién.

B.(z)={weC: |w—z|<r}
B(z)={weC: |w—z <7}
0B, (z) ={weC: |w—z=r}

Se verifica que z, — z, w, > w — z,+tw, — z+WwW, 2, W, — 2W.

Proposicién. z, - z <= (Re z, — Re z, Im z, — Im z).

Proposicién. {z,} es de Cauchy <= {Re z,}, {Im z,} son de

Cauchy <= {z,} converge a un punto de C.

Cuando r = |z| > 0, # = argz, tenemos z = rcosf + (rsenb)i.
Ademas
2129 = (rycosf; + (rysenby)i) (ry cos by + (rosenfy)i)

= 711r9(cos by cos By — sen 6 sen fy) +
r172(cos 0 sen 6y + sen 6 cos 0)i
= rirycos(fy + 02) + rirasen(fy + 0s)i.

Esto nos dice arg 2,29 = arg z; + arg 2,. (Pensar en la relacién de esto
con la multiplicacién de matrices.) Se sigue por induccién que

2" = (rcosf + (rsenf)i)" = r" cosnf + (r" sennb)i.

Esto dice cémo encontrar n-ésimas raices: Para resolver 2z = w, debe
n __ e . n 4 _ 1

ser 1" = |w|, asi r = {/|w|. Ademas debe ser § = -argw. Para un

valor fijo de argw, otros valores del argumento son

argw, argw + 2w, argw + 4w, ..., argw + (n — 1)27.

3



Las n-ésimas partes son

2 4 1
0. 0+ 94+ g4l
n

n n

(27).

Asi cada w # 0 tiene n n-ésimas raices.



