VARIABLE COMPLEJA
Lista A

(no para entregar)

PROBLEMAS SOBRE 0/0z, 0/0%

Notacion. J; = matriz jacobiana = ( Zx Zy ) para f(x,y) = u+ iv.

z Uy

t —
D,(f)(z) = derivada direccional (en la direccién o) = %ir% UChs Ut) /() :
—

f es (directamente) conforme cuando para todos oy,09 € C — {0},
se tiene ang (D,, f, Dy, f) = éng (01, 02). Es anticonforme cuando

ang (D, f, Dy, [) = — ang (01, 03).

1. (a) Sea T: R? — R? una funcién R-lineal. Demostrar que existen «, 3 € C
tales que (Vz € C)
T() = az 4 52, 1)

y dichos «, f son tnicos.

(b) Sea f:R?* — R? una funcién real R-diferenciable. Sea z5 € C = R2
Encontrar nimeros «, 8 € C tales que (V dz = dz + idy € C)

Itz (35) = adz+ fdz.

(Que quede claro que dz,dy simplemente son nimeros reales, éste no es
problema de céalculo diferencial: se toma la jacobiana simplemente como una
matriz dada.)
Lo anterior define las derivadas %(zo) = q, %(zo) = 0.

2. Sea f: D — R? diferenciable, donde D es un dominio en R?.
(a) Sea 0 € C\ {0}. Expresar la derivada direccional D, f(zp) en términos
de g—ﬁ(zo), %(zo), 0.
(b) Sea J; # 0. Sean oy, 02 € C\ {0}. Igualando el angulo ang (D,, f, Do, f)
con ang (0y1,092) deducir que f es conforme <= 0f/0z = 0. Ademss,
cuando Jf/0zZ = 0 se tiene df /0z = f'.



(¢) Con las hipdtesis de (b), igualando |D,, f|/|o1| con |D,, f|/|os| deducir
el resultado que f es conforme o anticonforme < .J; magnifica todos los
vectores por igual.

Demostar 0f /0z = 0f 0z, Of /0Z = f ]9z, para una funcién f de clase C*.

(Esto puede escribirse como w, = Wz, Wz = w,.)

Demostrar la Regla de la Cadena para las derivadas 0/0z, 0/0z:
si f: D1 — Ds, g: Dy — D3 son de clase C!, entonces

dgof) (9g of (99 af
72 (aw f)&*(%of)&’
dgof) (99 NOf (99 ,\Of
== (e t) 2+ (e ) o )

(Esto puede escribirse como (, = (,w, + (W, G = Guws + (& Ws.)

La laplaciana de una funcién f: D - Ro f: D - Ces Af = fo + fyy- (Es
decir, ampliamos la definicién a incluir a las funciones C-valuadas.)
(a) Demostrar:

0 0 0 0

1
ZLAf(Z) 02027 0z0z

(b) Dar una nueva demostracién del resultado previo de que si f: D — D’
es holomorfa o antiholomorfa y ¢: D’ — R es armoénica, entonces ¢ o f es
también armonica.



