15.1.

15.2.

VARIABLE COMPLEJA #15

SINGULARIDADES ALGEBRAICAS

Sea ry € (0,1), y considérese la curva cerrada o(f) = roe*™. Usa-
remos el hecho que cualquier curva cerrada en D* = {0 < |z| < 1}
es homotdpica a una potencia entera ¢™ de o, y que ¢™ no es ho-
motépica a 0™ en D* para m # m/. (Esto se expresa diciendo que
el grupo fundamental [=grupo de Poincaré] de D* es isomorfo a Z y
que o es un generador de este grupo. El isomorfismo estd dado por

n(7v,0).)

Comenzamos con un elemento de funcion f; € f, definida en una
vecindad de zy = rg. Hacemos una serie de definiciones para llegar a
“singularidad algebraica”.

(Con una transformacién sencilla se podra aplicar lo siguiente a f;
definida en B.(p), 0 < 1y < €.)

Supongamos la primera condicion:
(I) fo admite continuacion analitica sobre cualquier curva en D*.

Pongamos fy C f para la colecciéon de todas las continuaciones
analiticas de fy a lo largo de curvas en D*.

Consideremos las continuaciones analiticas de [fy],, a lo largo de o™,
una sucesién de gérmenes basados en zy (indexados por m). Estos
gérmenes para m > 0 podrian ser todos distintos de [fy].,, pero vamos
a suponer lo contrario:

(II) Para algin m > 0, la continuacion analitica de [fos, a lo largo
de o™ devuelve al germen original.

Entonces ponemos

mo = min{m > 0: f; regresa sobre ¢™ al germen original }.

Ejemplo. Sea fy(z) = 2. Entonces la condicién (I) se satisface para
a € R, y la condicién (II) se satisface para o € Q.

Ejemplo. Sea fy(z) = logz. Entonces la condicién (I) se satisface,
pero la condicién (IT) no se satisface.
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15.5.

15..

Proposicién. Si m € Z es tal que fy regresa sobre ¢™ al germen

original, entonces existe k € Z tal que m = kmy.

Ahora (suponiendo I, IT) introducimos una variable auxiliar ¢t € D*
definida por z = h(t) = t™o.

Proposicién. Existe una funcién F' € H(D*) tal que F(t) = fo(t™)

para t cerca de to = r¢/™, v tal que (¢, € D*) (3(f, D) € )
t7" € Dy F(t) = f(t"™) para t cerca de t;.

Hasta aqui sabemos que si fp regresa a la rama original después de
dar mg vueltas alrededor de z = 0, la variable auxiliar ¢ definida
por z = t™0 permite representar esta rama de f como una funcién
univaluada F' en D*. Decimos que t es una variable uniformizadora
para fy cerca de 0.

La nocién de variable uniformizadora puede aclararse asi: hay una
pareja de funciones z(t), w(t) tales que w(t) = f(z(t)) para las di-
versas continuaciones f que conjuntamente se quieren “uniformizar”.
En el caso presente, se toma z(t) = t"°, w(t) = F(t); asi los pa-
res (z(t),w(t)) son precisamente los pares (z, f(z)) para las diversas
continuaciones analiticas f de fj.

Puesto que F' es holomorfa en D*, tiene una serie de Laurent F(t) =

o0
Z Ayt 1o cual nos permite escribir

—00

f(Z) = i Aka/mO.

Esta expresion se llama una serie de Puiseaux por tener potencias
fraccionarias, con denominador fijo. No es una funciéon univaluada de
z pues depende de la eleccién de z'/™0. (Luego 2*/™0 significa la k-ési-
ma potencia de esta eleccién.) Asi es realmente una coleccién de my
funciones entrelazadas. Ahora podemos expresar la tercera condicion:

(III) La funcion uniformizadora F es meromorfa en z = 0.

Definicién. Cuando el germen f, € f satisface las condiciones (I), (II),
(IIT) y mg > 1, se dice que f tiene una singularidad tipo algebraico
en z = 0.




(Cuando mg = 1 simplemente es una singularidad aislada, posible-
mente removible.)

Ejemplo. {/Z tiene una singularidad tipo algebraico en z = 0; log 2
no tiene una singularidad tipo algebraico en z = 0.

En toda esta discusion el punto 0 no tiene nada de especial, para
un p € C general la variable uniformizadora local se definiria por
z = p+ 1™ con serie de Puiseaux Y% A (z — p)k/™.

En el punto z = oo se uniformiza con z = t~",

Ejemplo. {/Zz tiene una singularidad tipo algebraico en z = oo;
log z no tiene una singularidad tipo algebraico en z = oo.

15.5. §_f Para cada singularidad tipo algebraico de f agregamos un punto
nuevo a la superficie de Riemann Sy anteriormente construida para
f, y lo llamaremos un punto de ramificaciéon de orden mg > 1. Este
punto puede considerarse como una especie de “germen generaliza-
do”, siendo representado por la serie de Puiseaux Y 27 Ay (2 — p)k/mo.

Se observa que podria haber dentro de f otro germen fj, cuya conti-
nuacién alrededor del punto base diera su propio entero mq y asi su
propia serie de Puiseaux 3.5 Ay (2 —p)*/™0 . Esta serie serfa un punto
distinto a agregarse a St.

Para ) 3, con M > 0 se llama singularidad algebraica ordinaria (F
es holomorfa); de otro modo la singularidad se llama polo algebraico
(F' tiene un polo).

Definicién. La superficie de Riemann aumentada de f es

S =S¢ U {singularidades de tipo algebraico}.
(Generalmente cuando se habla de “superficie de Riemann” de una
funcién holomorfa, se refiere a la superficie aumentada.)

Una singularidad esencial de F' no es una singularidad tipo algebraico
de f y no se agrega ningtin punto a Sy para ella. Pero St incluye
todas las extensiones algebraicas al punto co (incluyendo si no hay
una ramificacion, es decir cuando my = 1).

Ejemplo. Para fy(z) = 2/, las singularidades algebraicas estdn en
z =0y z = oo. Las variables uniformizadoras son t" = z y t ™" = 2



15.6.

15.7.

respectivamente. La proyeccion S s C es n-a-1 con excepcion que
s6lo hay un punto que se proyecta al 0 y sélo un punto que se proyecta
al oo.

Volvamos a las superficies de Riemann.

Sea f € H(S,S) donde S, S son superficies de Riemann (abstractas).
Cabe mencionar que no tiene sentido hablar de “f’(s)” para s € S
pues no se puede restar puntos en S (o medir sus distancias).

Proposicién. Sea f € H(S,5), s €S, 5= f(s)€S.Sea p: U -V
una carta de coordenadas en S con § € U. Entonces existe una carta
de coordenadas ¢: U — V en S con s € U, y un entero n € Z* tal
que ¢ o fop~!(z) = 2" El entero n es tnico.

Definicién. El orden ord,(f) de f en s € S es el nimero n descrito
en la proposicion anterior.

Nota. ord,(f) puede describirse de la siguiente manera: sea ¢ como
en la proposicién, y ¢ cualquier coordenada en s. Entonces ordy(z)
es el orden de la funcién holomorfa @ o f o ¢ en el sentido ordinario,
es decir, ord(s) = 1 + (el orden del cero de (g o fop) en p(s)).

Sea S una superficie (topdlogica) compacta y orientable. La definicién
de “orientable” es muy técnica, esencialmente significa que localmente
se puede tomar uno de los dos generadores 1 del grupo fundamental
de una vecindad perforada, y luego al hacer algo analogo a la “con-
tinuacion analitica” de este generador a lo largo de cualquier curva
cerrada en S, este generador regresa al mismo signo. Para nosotros,
baste saber que toda superficie de Riemann es orientable.

Proposicién. (sin demostrar) S es homeomorfa a una superficie que
construye de la siguiente manera: Sea F, un poligono de 4¢ lados. Se
etiquetan las aristas a;, by, a; ', by ', ag, by, ay ', by ', ... consecutiva-
mente. Se define una relacion de equivalencia en el poligono cerrado
en el cual los puntos de a; se identifican continuamente con los puntos
de aj_l pero invertiendo la orientaciéon, es decir, los puntos iniciales
son identificados a los puntos finales y vice versa. Se hace lo mismo
con b; y b;l.

En la construccién anterior, el espacio de identificaciéon P,/~ es una

4



15.8.

15.9.

superficie (es localmente homeomorfa a R?). Todos los vértices de P,
son identificados a un solo punto. Cada arista se proyecta a una curva
cerrada basada en ese punto. El grupo fundamental de la superficie
puede describirse algebraicamente como

m(S) 2 (a1, ag, ..., a4,b1,by, ... by arbiay byt agbgag_ll’jg_1 =1)

Definicién. El género de S es el niimero g de la construccion anterior.
La caracteristica de Euler es x(S5) = 2 — 2¢g. (Nota. El género de una
esfera es g = 0, la construccién de P, tendria que adaptarse para este
caso.)

Proposicién. (sin demostrar) Sea S descompuesto como unién de
“poligonos” acotados por arcos continuos con interiores disjuntos.
Sean

ng = numero de vertices
ny = numero de aristas
n, = numero de caras

en esta descomposicion. Entonces

X(S) = Ng— N + Nny.
Ejemplo. En la construcciéon de P;/~ se cuenta ng = 1, n; = 2g,
ny = 1, luego x(5) =2 — 2g.
Ejemplo. Sea S= superficie de Riemann para w? = (z —a)(z —b)(z —
¢)(z —d). Se calcula ng = 8, n; = 14, ny = 6, luego x(5) = 0, luego

el género es g = 1. (Para justificar el razonamiento, jhay que verificar
que la superficie es compactal)

Ejemplo. Sea S= superficie de Riemann para w? = (z — a1)(z —

as)---(z — a,) (a; distintos). Cuando n es par hay dos puntos al

infinito; cuando n es impar hay un punto al infinito con proyeccion
2-a-1 en cada vecindad perforada. El genero de S es g = n/2 — 1
cuando n es par; g = (n+1)/2 — 1 cuando n es par.

Sea m: X — X una funcién de un espacio topologico X a otro X. Se
dice que 7 es un recubrimiento (o espacio cubriente) si
(i) m es continua y sobre;



(ii) (Vo € X)(3 una vecindad U de z) (V componente conexa U
de 77(U)) =l|gz: U — U es un homeomorfismo.

Ejemplo. exp;,: R — 9B;(0), exp;(t) = €, es un recubrimiento.
exp: C — C — {0} es un recubrimiento.

exp; |(—1,1): (=1,1) = 0B1(0) no es un recubrimiento.

()": C — C no es un recubrimiento para n > 1.

Proposicién. (sin demostrar) Sea f: S — S un recubrimiento. En-
tonces cada punto s € S tiene el mismo niimero de preimagines en
S, que se llama el orden del recubrimiento f. (El orden podria ser
infinito.)

Definicién. Sean S, S superficies. Sea f: S — S. Se dice que f es un
recubrimiento ramificado si es posible remover un conjunto discreto
E = f~Y(E) de S de manera que la restriccién f|g z es un recubri-
miento de S — E, y si cerca de cada punto de s € F, hay un nimero
n € Z* tal que f envia cada componente conexa de la preimagen de
una vecindad perforada de s de una manera topolégicamente equiva-
lente a z — 2™

Un recubrimiento es el caso especial del recubrimiento ramificado en
que F = @.

Ejemplo. ()™: C — C es un recubrimiento ramificado para n > 1.
Proposicién. (sin demostrar) Toda funcién holormorfa no constante

de una superficie de Riemann compacta a otra es un recubrimiento
ramificado.

VARIABLE COMPLEJA #16

FUNCIONES ALGEBRAICAS

Ahora empezaremos un estudio detallado de las funciones algebraicas.
Veremos que sus singularidades son de tipo algebraico. Ademas, en
cierto sentido toda funcién que solamente tiene singularidades de tipo
algebraico es una funcion algebraica.

16.1. Un funcién f € H(D) es algebraica si satisface un polinomio no-
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16.2.

trivial P(w, z), es decir, P(f(z),z) = z para todo z. Una funcién
analitica global es algebraica si alguno de sus elementos de funcion
lo es.

Nota. Si algiin elemento de funcién satisface un polinomio, enton-
ces todas sus continuaciones analiticas satisfacen el mismo polinomio
(“Principio de Permanencia de las Relaciones Algebraicas”). Si algin
elemento de funcién satisface una ecuacién diferencial, entonces todas
sus continuaciones analiticas la satisfacen también.

Un polinomio en dos variables puede escribirse juntando cada poten-
cia de una de las variables,

P(w,2) =71y a;(2)w"™ = ag(2)w" + ar(2)w" ! + -+ + a,(2)
donde a;(z) son polinomios, ag # 0.

Escribimos K[X] para el anillo de los polinomios, K (X) para el cam-
po de las funciones racionales en la variable X con coeficientes en
un anillo o campo K. Sean P(w,z),Q(w,z) € Clw, z] polinomios.
Juntamos las potencias de w,

Qw,2) = 3 by

con by #Z 0. Asi pensando en P, @ como polinomios en (C(z))[w], el
algoritmo de la divisiéon da

P(w, z) = q(w, 2)Q(w, z) + r(w, 2)

donde ¢,r € (C(2))[w], con grado gr,r < m — 1. Al limpiar las
fracciones tenemos

co(2)P(w, 2) = qo(w, 2)Q(w, 2) + Ry (w, 2)
donce cg, qo, 1 son polinomios. Continuando, tenemos

coP = qQ + Ry,
@ = @R+ Ry,
ol = @R+ R,

Csflef2 = qsflefl_‘_Rs

con gr,R; < m —j, y donde R, € C[z] (es “constante en w” y se
termina el proceso).



16.5.

16.4.

16.5.

Definicién. Rg; = R es el resultante de P y Q.

Proposicién. Si tanto P como @ se anulan en (wy, 2), entonces su

resultante se anula en zg.

Supongamos ahora que P, son primos relativos. Entonces Rg(2)
no es identicamente cero (si lo fuera, entonces R, 1 y Rs 2 tendrian
un factor comun irreducible porque tienen una factorizacion tnica
en factores irreducibles, ¢;_1 A1 As -+ = qs_1B1By--+). Luego Ry o y
R,_3 lo tendrian, etc., y también lo tendrian Py Q).

Cuando P, () son primos relativos, su resultante puede escribirse
R = pP + qQ donde p, q € Clw, z].

Definicién. El discriminante de P es el resultante de P y su derivada

P, = 0P/ow.
Sea P irreducible, gr,, P > 0. Entonces P y P, son relativamente pri-
mos (por tener P, grado menor que P). Por lo tanto el discriminante

de P no es idénticamente cero.

Proposicién. El conjunto de puntos zy para los cuales la ecuacion

P(w, zp) = 0 tiene raices multiples es finito.

(Una raiz multiple es donde P(w) = P, (w) = 0.)

Sea (f, D) algebraica: existe P tal que P(f(z),z) = 0. Si P =
PP, --- P, es un producto de factores irreducibles, consideramos una
sucesion z; — zp € D, tiene que haber algin k con Py(f(2;),2;) =0
para una infinidad de j y por el Principio de la Identidad Py (f(2), z) =
0.

Proposicién. Una funciéon algebraica satisface un polinomio irredu-

cible, que es tnico hasta multiplicacién por una constante.

Sea P irreducible, P(w, 2) = ag(2)w" + a1 (2)w" ! + -+ 4+ a,(2). Sea
R el discriminante de P. Sea E = {z: ao(z)R(z) =0} U {oco}
(el conjunto de puntos “posiblemente criticos”):

Proposicién. Sea zy € C— E. Entonces existe un disco D centrado en



16.6.

16.7.

20, y exactamente n elementos de funcién (f1, Do), (f2, Do),- - - (fn, Do)
tales que

(a) P(fi(2),2z) =0 para todo z € Dy, i =1,...,n;

(b) Las raices distintas de P(w, z9) = 0 en Dg son {fi(z0) = w; }1y;
(c) Si z € Dy, w e Cy Plw,z) = 0, entonces existe i tal que

w = fi(2).

Por eso, dado P, existen los (f;, Do) y podemos considerar la funcién
analitica global generada por una sola de ellos. Cualquier funciéon
analitica global f que satisface P es construida de esta manera: se
toma zy ¢ E, y por (c) hay un f; definida en una vecindad perforada
de 2, tal que (fi, Dy) € £.

Nota. Atn no sabemos si todos los (f;, Dy) pertenecen a una misma
funcién analitica global. (Por ejemplo, las dos raices cuadradas ++/z
cerca de z = 1 son continuaciones analiticas una de la otra. ;Siempre
sucederd asi?)

Proposicién. Sea (f, D) tal que P(f(2),z) =0en D C C. Entonces f

admite continuacion analitica a lo largo de cualquier curva en C — F.

., Cémo son las singularidades de una funcién algebraica? Ya sabemos
que estan en un conjunto finito £ C C.

Sea ¢y € F. En caso de que ¢y # oo tomaremos D = Bj(cp), y cuando
cop = oo tomaremos D = {|z| > 1/6} U {oo}.

Fijemos zy € Dy = D \ {co}. Tomemos una rama f; cerca de z,
que satisface P(f;(z),z) = 0. Por la proposicién anterior, se puede
continuar f; por toda curva en Dy. Tomemos my > 0 tal que la
continuacion analitica de f; por mg vueltas alrededor de ¢y rinde
nuevamente f;, con mg minimo.

Caso I: ¢g # 00, ag(cg) # 0. Tenemos

ai(z) an(2)
@ T Ry

donde f; se representa por la serie de Puiseaux

ao(2) + =0

fi(z) = Aw(z = co)™™.



Si hubiese & < 0 con Aj, # 0, entonces habria una sucesion z; — ¢

con fi(z;) Jy co. Esto implica que ao(z;) — 0, lo cual contradice la
hypotesis de este caso. Por lo tanto ¢y es una singularidad algebraica
ordinaria (f; es una funcién holomorfa de (z — co)'/™).

Caso II: ¢y # 00, ag(cg) = 0. Sea m > 0 el orden del cero de ag en co,
asi ag(z)/(z — ¢o)™ no se anula en zy. Tenemos

ap(z) ai(z) o an(2) B
(z—=co)™ (2 —co)"fi(2) (z — o)™ fi(2)"
El mismo razonamiento muestra que (z — ¢g)™ f;(2) es acotada cerca
de ¢g (si fuera no-acotada en una sucesion, entonces f;(z) seria no-
acotada, luego también (2 — cg)™ f;(2)’ para cada j; luego ag(z)/(z —
co)™ tenderfa a cero en ¢y). Pongamos

F(t) =) Ath=fi(z), t™=2-q,

de manera que F' es una funcién holomorfa (univaluada) de t para t
pequena, t # 0. Dado que t™™ F(t) = (z — ¢o)™ fi(z) es acotada, se
sigue que Ay = 0 para k < mmyg. Asi F tiene (a lo sumo) un polo
de orden no mayor que mmg. En conclusion, f; tiene (a lo sumo) un
polo algebraico en cg.

Caso III: ¢y = oo. Escribimos fi(z) = Y. ApzF/m0 en D. Sea ry, =
gr.ay. Tomemos m > (ry —ro)/k para k =1,...,n. Si 2™/ f;i(z;) = 0
para alguna sucesién z; — oo, tendriamos tambien

mk Tk—T0

I — 0, luego —Z

Fls )t eng

para k =1,...,n. Entonces todos los términos de

— 0

ao(2) ai(z) an(z)
o= =
2o 2 fi(2) 2" fi(z)"
tenderian a 0 salvo el primero cuando z = z; — 00, pues a(z) ~ 2™
por definicién de ry. Esto contradiria el hecho obvio que ag(2)/2"™ /4
0. En consecuencia f;(z;)/z™ es acotada cuando z — oo, lo cual
implica que f; tiene a lo sumo un polo algebraico en cy.

La conclusion es
Teorema. Todas las singularidades de una funcién algebraica son de
tipo algebraico.
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16.8. Teorema. La superficie de Riemann aumentada S¢ de una funcién
algebraica f es compacta.

Corolario. log no es una funcién algebraica. Ninguna funcién holo-
morfa que tenga una singularidad esencial es algebraica.

Teorema. Sea f una funciéon analitica global tal que St es compacta.
Entonces f es algebraica. De hecho, f satisface un polinomio cuyo gra-
do no es mayor que el nimero de hojas del recubrimiento ramificado
Tg: S’f — C.

Corolario. Sea P(w, z) un polinomio irreducible. Entonces todos los
elementos de funcién que satisfacen P son continuaciones analiticas
uno del otro (i.e., pertenecen a la misma funcién analitica global).

Nota. En un punto ramificado zy, no todas las ramas de la funcion
algebréica son continuaciones analiticas una de la otra localmente, es
decir, a través de continuaciones en una vecindad de z.

Teorema. Sea f algebraica. Entonces toda funcién meromorfa g €
M(St) definida en S¢ puede escribirse

9(s) = Ri(me)pf ™" + Ra(me)pg > + -+ 4 Ru_1(me) pe + Rn(me)

donde las RR; son funciones racionales y n es el orden algebraico de f.
(Se omite la demostracién.)

Ejemplo. Funciones elipticas. P(z,w) = w? — 423 + g22 + g3 =

w? —4(z — e1)(z — e9)(z — e3) define una funcién global analitica f.

La formula o = 40* — gop — g5 dice que localmente @' o ™" es un
~Nn-—1.

elemento de f. Asi m: Sy = Cesm=po (©")

~1

tEEOQCLS\f

T 8 peop’ =¢
o

~

ze@ weC

Como 7 es 2-a-1, vemos que o’ envia el paralelogramo bdsico Ejy
exactamente 1 vez sobre Sy, salvo por la identificaciéon de puntos
opuestos en el perimetro 0Ey.
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17.2.

Sea g eliptica con respecto a Ep. Por ser periddica, g induce una
funcién g: Sy — C, es decir g € M(Sy). El teorema (con n = 2) dice
que

9(s) = Ra(m(s))pe(s) + Ra(m(s))

para funciones racionales R;, Rs. De hecho, ya sabiamos que

9(2) = Ri(p(1)¢'(t) + Ra(p(t))-
VARIABLE COMPLEJA #17

PROBLEMA DE UNIFORMIZACION

Dada una funcién analitica en un dominio D, nos gustaria poder des-
cribir todas sus continuaciones analiticas de una manera coherente.
Tomemos como ejemplo

'w:f(z):\/l—iz2

(es decir, f satisface el polinomio w? + z2 — 1 = 0). Podemos obtener
puntos sobre esta curva mediante

z(t) = cost, w(t)=sent.

Esta parametrizaciéon de la curva tiene dos inconvenientes: (1) no
cubre el punto co; (2) hay muchos valores de ¢ que representan una
misma correspondencia local z — w.

Una mejor parametrizacion es

2t t) 1+ ¢2
= —¥ w _
1+ ¢2’ 1—1¢2’

2(t)

que no tiene estos inconvenientes.

Definicién. Una uniformizacién de una funciéon analitica f es un

par de funciones z(t),w(t) definidas para ¢ en un mismo dominio
U C C de manera que todas las continuaciones analiticas g de f se
representan, en el sentido de que



17.5.

para t en algin abierto dentro de U.

Recordemos las dos funciones en Sg,

la proyeccion Te: S+ 2,

la realizaciéon  pg: s+ f(2).

Sin embargo, no podemos tomar z = 7¢, w = py como una “uniformi-
zacién” de f, porque si bien pg(s) = g(me(s)) localmente, en general
no se puede considerar a S¢ como un subconjunto de C.

Teorema. (sin demostrar) Toda superficie topolégica S admite una
recubrimiento universal, o: S — S, es decir ¢ es un recubrimiento y
S es simplemente conexo.

(De hecho todo espacio topoldgico X que es conexo y semilocalmente
simplemente conexo tiene un recubrimiento universal.)

Ejemplo. C es su propio recubrimiento universal. El toro Sy, w,
C/(wnZ + wyZ) tiene a C como recubrimiento universal.

Para resolver el problema de uniformizacion para una funcién analiti-

ca f:

1. Se forma la superficie de Riemann S¢ de todas las continuacio-
nes analiticas de f y singularidades algebraicaS'

2. Se forma el recubrimiento universal Sf de Sf, con su proyeccion
o: Sf — Sf7

3. Se define una estructura de superficie de Riemann en S¢ usando
como coordenadas locales z, o o;

4. Se aplica el Teorema de la Uniformizacion para obtener una
biyeccién holomorfa h: U — S¢ donde U es un dominio en C.

Teorema. (de Uniformizaciéon) Toda superficie de Riemann simple-
mente conexa es conformemente equivalente a una de las siguientes:

« C (“caso eliptico”)
» C (“caso parabdlico”)
D

» D (“caso hiperbélico”)
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(Se omite la demostracion.)

La solucion del problema de uniformizacion esta dada por
z=mgoooh,

w = pgoocoh.

donde U es uno de @, C,D.
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