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Proposicién. (Fagnano 1718) s(

Proposicién. (Euler 1755)

VARIABLE COMPLEJA #12

FUNCIONES ELIPTICAS

Definiciéon. Una integral eliptica es / (t,A/Q(t) ) dt donde R(t,u)

es una funcién racional y () es un pohnom1o de grado 3 6 4. Es una
integral eliptica de la primera especie cuando R(t,u) = 1/u, es decir

. vaw

Ejemplo. La lemniscata es parametrizada por

22 = 1?47,

2y2 = r2 -t

La longitud de arco desde 0 a (x(r),y(r)) es s(r) = :
: (@(r).ur) es s(r) = [

2ry/1 — r

147t

) = 2s(r).
i RN i)

T+ 1212 = s(r1)+s(rq).

Ejemplo. Transformacién conforme de un rectangulo. Pongamos

Q(t) = (t —a)(t = Db)(t — ¢)(t —d) y supongamos a < b < ¢ < d.

Consideremos la integral eliptica

=L v

para Im ¢ > 0. Se fija una rama de \/Q(t), digamos la positiva para
t>d.

Es una férmula de Schwarz-Christoffel (8, = 1/2, ay = 1/2). Si em-
pezaramos con un rectdangulo como propuesta imagen de P, la trans-
formacion conforme seria de la forma dada para f. Aun con a,b,c,d



arbitrarios tenemos [ dt/]\/Q(t)| < oo (checar en a,b,c,d, +00) y
que fBR(o) dt/|\/Q(1)], fBl/R((l) dt/|\/Q(t)] = 0 cuando R — oc.

Como en el andlisis de la formula de Schwarz-Christoffel, cerca de
z=ua

dt

NGO

(similar para b,c,d), luego f multiplica dngulos por 1/2 cerca de
a,b,c,d y los angulos de 7w van a angulos rectos.

(t — a)1/2(holo) = ((t —a) (holo))l/Q

De esto se deduce que f: P — Ey donde 0E es un rectangulo.
Ademads f(z) traza 0Fy una vez cuando z recorre R, por lo que

R () N N

. . =1
210 Jop+ f(t) — 20 271 Jom, 2 — 20

para zg € Ey, o sea e f es 1-a-1 (Principio del Argumento).

La continuacién analitica de f alrededor de un pequeno circulo alre-
dedor de uno de a, b, ¢, d devuelve —1 veces el valor original. Esto pue-
de verse por reflexion por dos segmentos consecutivos entre [—oo, al,
la,b], [b,c], [c,d], [d, o], que corresponde a la reflexién en un lado de
Ey seguida de la reflexién en un lado de un rectdangulo congruente
contiguo. Sea

E = EyUEyU(—Ey) U (—Ep)

que es un recténgulo con base wy = 2 [} dt/\/Q(t) y altura wy/i =

(2/1) [2 dt/\/Qt).

Proposicién. Todas las funciones que se obtienen mediante un nime-
ro par de reflexiones de f (en aristas de las copias de E) son de la
forma

t—= £f(t) + mw + nw,

donde m,n € Z.

Proposicién. Si f; es obtenida de f mediante reflexiones y si fi(ty) =
f(to) para algin ty € P+, entonces f; = f.

Si fi1, fo son dos tales funciones y si fi(t1) = fa(t2) + mw; + nwsy para
ti,to € PT, m,n € Z, entonces t; = t,.



12.).

12.5.

12.6.

Teorema. La inversa f~': Ey — P* se extiende a una funcién me-
romorfa g: C — C que satisface la ecuacion diferencial

9'(2)? = (9(2) — a)(g(z) — b)(9(2) — ¢)(g(2) — d).
TEORIA GENERAL DE LAS FUNCIONES ELIPTICAS

Definicién. Una funcién eliptica es una funcién meromorfa en C que
es doblemente periddica,

E(wr,wp) = {f € M(C): [z +w) = f(2) = f(z +w)}

con wy/wy ¢ R.

Nota. &l(wy,wsy) es un campo, y cerrado bajo derivadas y bajo tras-
laciones de la variable.

Definicién. Un paralelogramo béasico es FE, = el paralelogramo con
vertices a, a + wi, a + wy + ws, a + wo.

Nota. FEj es la imagen del cuadrado con vertices en 0, 1,1 + 4,7 bajo
., . ) Rew; Rews

la transformacién real-lineal con matriz .
Imw; Im w,

Proposicién. Toda funcion eliptica holomorfa es constante:

El(wy,w2) NH(C) = C.

Proposicion. Sea f € &(wq,ws). Entonces la suma de los residuos
de f en E, es cero. (Se supone que a es escogido de manera que 0F,
no contenga polos de f.)

Proposicion. Sea f € &(wy,ws). Entonces el nimero de polos de f en
E, es igual al nimero de ceros de f en E, (contando multipliciades).

Proposicién. Sea f € &l(w;,wy). Entonces la suma de los polos de
f en E, esigual a la suma de ceros de f en E, méas un elemento de

wlz + (,UQZ.

Hay dos maneras principales (de Jacobi, de Weierstrass) de construir
funciones elipticas bésicas, es decir, que generen todo &(wy,ws).
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12.7.

12.8.

Definicién. La funcién p de Weierstrass es

DS (@_(ijm))f<mw1inw2>2>'

(m,n)#(0,0)

p(z) =

Nota. La sumatoria converge uniformemente en compactos de C '\
(W1 Z+wsZ) y se deduce que p € M(C). Claramente @ es una funcién
par.

1

(z — (mwy 4+ nwy))3

Proposicién. ¢'(z) = —2 Z

(m,n)EZXZ

Proposicién. (i) p € E(wy,ws); (ii) p es holomorfa en C\ (w1 Z X woZ),
y (iil) la serie de Laurent para p en z = 0 es de la forma

p(z) = 2—12 +0+0(2%).

Ademas, g es la unica funcién con estas tres propiedades. En un
paralelogramo bésico E,, la restriccién p: E, — C es 2-a-1 (cuando
los valores se cuentan de manera apropiada en 0FE,).

Definicién. Las series de Eisenstein g, = 60 w™, g3 = 1403w
(donde Y significa que w varfa sobre wiZ + wyZ — (0,0)).

1
Proposicién. p(z) = = + 3—822 + g—;f‘ + O(29).

Proposicién. ¢'(2)? = 4p(2)® — gap(2) — g3 para todo
2 € C\ (WZ + weZ).

o(2) dt
Nota. Esto dice que z = 25 + / donde la elec-

p(z0) VAP — gat — g3
cién de /43 — got — g3 esté determinada por el valor igual a ¢'(z)

correspondiente.

Definicién. e; = p(wy/2), es = p(w2/2), es = p(ws/2) donde ws =
w1 + Wa.

Proposicién. ¢(z) toma el valor e; con multiplicidad dos en (w;/2) +
(w1Z + woZ) y en ningun otro punto. Ademds, e; # e; para i # j.
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Corolario. ¢/(2)* = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3).
Nota. go = —4(6162 + ege3 + 6361); gs = 4616263.

Teorema. Para cada f € &(w;,wq) existe una funcién racional
R(X,Y) tal que f = R(p,¢'). El campo &(wy,ws) es isomorfo al
cociente

C(X,Y)
(Y2 —4X3+ g2 X +g3)
donde el numerador es el campo de funciones racionales en dos va-

riables X, Y y el denominador es la coleccion de todos los polinomios
miultiplos de Y2 — 4X3 + g, X + gs.

A

Proposicién. p(z; + 22) = —p(21) — p(22) +

(i)



