7.1.

7.2.

VARIABLE COMPLEJA #7

CONEXIDAD SIMPLE

X serd un espacio topolégico arco-conexo y localmente arco-conexo.

Definicién. X es simplemente conexo si toda curva cerrada en X es
homotoépica a un punto relativo a extremos fijos.

Definicién. X satisface la Propiedad de Extensién si toda funcion
continua ¢: 0B1(0) — X puede extenderse a una funcién continua
¢: B1(0) — X.

Nota. Conexidad simple y Propiedad de Extension son propiedades
topolégicas (conservadas por homeomorfismos).

Proposicién. X es simplemente conexo <=
X satisface la Propiedad de Extension.

Proposicién. Sea X simplemente conexo. Sean 7g,7y;: [0,1] — X
curvas con (0) = 71(0), v(1) = 71 (1) (“comparten extremos”).
Entonces vy =~ v, con respecto a extremos fijos.

Definicién. Una 1-forma (diferencial) (real, compleja) w es un par
(p, q) de funciones (reales, complejas) (generalmente continuas o atin
suaves). Se escribe w = pdx + g dy. Dada una funcién compleja f =
u + 1v, se escribe f dz para la 1-forma compleja

fdz = (u+iv)(de+idy) = (u+iv)de + (—v +iu)dy
= (udr —vdy) +i(vdr + udy).

Definicién. Dada una funcién real-valuada u diferenciable, su diferencial
es la 1-forma
du = u, dv + u, dy.

Para f = u + iv compleja, su diferencial es df = du + i dv.

Definicién. / pde + qdy = / (v ()’ (t) + a(v(D)y (1)) dt
donde ~(t) = (x(t), y()).



7.3.

Definicién. La 1-forma w = pdx+qdy se llama cerrada si g, —p, = 0.
La forma w se llama exacta si existe u tal que du = w.

Lema. (a)w exacta —> w cerrada;

(b) w cerrada en un disco =—> w exacta.

Lema. Sea w = du en D. Seay C D, v(0) = a, y(1) = b. Entonces

/w — u(b) — u(a).

o

Proposicién. Sean 7,71 € D; sea w una forma cerrada en D. Si

Yo = 1 relativo a extremos fijos, entonces / w= / w.
Yo 7

Corolario. Sea D un dominio simplemente conexo en C; sea w una

1-forma cerrada en D. Si vy,v1 € D comparten extremos, entonces

/ W= / w. Si vy € D es una curva cerrada, entonces /w = 0.
Yo 71 Y

Teorema. Sea D C C tal que toda 1-forma cerrada w in D satisfaga

f7 w = 0 para toda curva cerrada v C D. Entonces

(a) Todo u € Ar D tiene un conjugado arménico v.

(b) Si f € H(D) no se anula, entonces existen g, h € H(D) tales que
f=e9, f=h

(c) Si f € H(D) entonces existe F' € H(D) tal que F' = f.



8.1.

8.2.

8.3.

VARIABLE COMPLEJA #8

TRANSFORMACION CONFORME

Escribimos D = B (0), Pt = {Im z > 0}.

Lema. (de Schwarz) Sea f € H(D), f: D — D, f(0) = 0. Entonces
(i) (Vz € D) [f(2)] < |z];

(i) |f'(0)] < 1.

(iii) Si existe zo # 0 tal que |f(z0)| = |20| 0 si |f(0)] = 1, entonces
(FJa € R)(Vz € D) f(2) = e“2.

Definiciéon. Transformacion conforme de D; en D, = funcién holo-
morfa y bijectiva de D; sobre Ds.

Definicion.
Aut D = {f € H(D): f es una transformacién conforme de D en D}.

Proposicién. T € AutD = existen a,b € C, |a|* — [b* = 1,

az+b
() = bz+a

T € Aut Pt — existen a,b,c,d € R, ad — bc = 1,

az+b
T() = cz+d

Teorema. (de transformacién conforme de Riemann, o Riemann-
Koebe)

Sea DG C. Supdéngase que todo elemento de (D) que no se anula tie-
ne una raiz cuadrada. Entonces existe una transformacién conforme
f:D—D.

DOMINIOS HOMOLOGICALMENTE NULOS

Sea v C C una curva cerrada, y z & .
Definicién. El indice de v alrededor de z es
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8.4.

8.5.

Proposicién. n(7v,z) es un entero, y es constante cuando z varfa en
una componente conexa de C — 7.

v C D curva cerrada.

Definicién. ~ es homolégicamente nula en D si (Vz ¢ D) n(y,z) = 0.
Definicién. D es homolégicamente nulo si toda curva cerrada en D
es homolégicamente nula.

Proposicién. Simplemente conexo == homolégicamente nulo.

Sea ¢ C C un poligono cerrado (no necesariamente simple) con aris-
tas horizontales y verticales. La coleccion de rectas que contienen las
aristas de ¢ dividen a C en rectdngulos R; (y semibandas, agrega-
mos unas rectas para que ¢ no pase cerca de una semibanda). Sea
a; el centro de R;. Cualquier segmento 7 de ¢ es una arista comun
de rectangulos contiguos R; y R;; supondremos que R; estd a la iz-
quierda de o arriba de R;. Orientamos a 7 de manera que R; estd a
su izquierda y R; a su derecha.

Sea ¢,(7) el nimero neto de veces que o traza T, es decir
¢o(T) = (# veces que o traza T positivamente)

— (# veces que o traza T negativamente).

Lema. n(o,a;) —n(o,a;) = co (7).

Lema. Supoéngase ademds que o C D. Sea w una 1-forma en D (no
necesariamente cerrada). Entonces

[o=, X o],

i: n(o,a;)#0

Lema. Supoéngase ademas que 0 ~ 0 en D y que w es una forma
cerrada en D. Entonces fow =0.

Teorema. D es simplemente conexo <= D es homoldgicamente
nulo.

Teorema. D es homoldgicamente nulo <= C — D es conexo.
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