7.1.

7.2.

VARIABLE COMPLEJA #7

CONEXIDAD SIMPLE

X serd un espacio topolégico arco-conexo y localmente arco-conexo.

Definicién. X es simplemente conexo si toda curva cerrada en X es
homotopica a un punto relativo a extremos fijos.

Definicién. X satisface la Propiedad de Extensién si toda funcion
continua ¢: 0B1(0) — X puede extenderse a una funcién continua

¢: B1(0) — X.

Nota. Conexidad simple y Propiedad de Extension son propiedades
topoldgicas (conservadas por homeomorfismos).

Proposicién. X es simplemente conexo <=
X satisface la Propiedad de Extension.

Proposicién. Sea X simplemente conexo. Sean 7g,7y;: [0,1] — X
curvas con (0) = 71(0), v(1) = 71(1) (“comparten extremos”).
Entonces vy =~ v, con respecto a extremos fijos.

Definicién. Una 1-forma (diferencial) (real) w es un par (p,q) de
funciones reales (generalmente continuas o adn suaves). Se escribe
w = pdx + qdy. Dada una funcién compleja f = u + v, se escribe
f dz para la 1-forma compleja

fdz = (u+iw)(de+idy) = (u+iw)dx + (—v +iu)dy
= (udr —vdy) +i(vde +udy)

que es un par de 1-formas reales.

Definiciéon. Dada una funcién real-valuada u diferenciable, su diferencial
es la 1-forma
du = u, dv + u, dy.

Para f = u + iv compleja, su diferencial es df = du + i dv.

Definicién. / pde + qdy = / (v ()’ (t) + a(v(D)y (1)) dt
donde ~(t) = (x(t), y().
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Definicién. La 1-forma w = pdx+qdy se llama cerrada si g, —p, = 0.
La forma w se llama exacta si existe u tal que du = w.

Lema. (a)w exacta —> w cerrada;

(b) w cerrada en un disco =—> w exacta.

Lema. Sea w = du en D. Sea v C D, v(0) = a, y(1) = b. Entonces

/w — u(b) — u(a).

o

Proposicién. Sean 7,71 C D; sea w una forma cerrada en D. Si

Yo = 71 relativo a extremos fijos, entonces / w= / w.
Yo 7

Corolario. Sea D un dominio simplemente conexo en C; sea w una

1-forma cerrada en D. Si vy,v1 € D comparten extremos, entonces

/ W= / w. Siy € D es una curva cerrada, entonces /w = 0.
Yo 71 Y

Teorema. Sea D C C tal que toda 1-forma cerrada w in D satisfaga

f7 w = 0 para toda curva cerrada v C D. Entonces

(a) Todo u € Ar D tiene un conjugado arménico v.

(b) Si f € H(D) no se anula, entonces existen g, h € H(D) tales que
f=e9, f=h

(c) Si f € H(D) entonces existe F' € H(D) tal que F' = f.



8.1.

8.2.

8.3.

VARIABLE COMPLEJA #8

TRANSFORMACION CONFORME

Escribimos D = B (0), Pt = {Im z > 0}.

Lema. (de Schwarz) Sea f € H(D), f: D — D, f(0) = 0. Entonces
(i) (Vz € D) [f(2)] < |z];

(i) |f'(0)] < 1.

(iii) Si existe zo # 0 tal que |f(z0)| = |20| 0 si |f(0)] = 1, entonces
(FJa € R)(Vz € D) f(2) = e“2.

Definiciéon. Transformacion conforme de D; en D, = funcién holo-
morfa y bijectiva de D; sobre Ds.

Definicion.
Aut D = {f € H(D): f es una transformacién conforme de D en D}.

Proposicién. T € AutD = existen a,b € C, |a|*> — [b* = 1,

az +b
() = bz+a

T € Aut Pt — existen a,b,c,d € R, ad — bc = 1,

az+b
T() = cz+d

Teorema. (de transformacién conforme de Riemann, o Riemann-
Koebe)

Sea DG C. Supdéngase que todo elemento de H(D) que no se anula tie-
ne una raiz cuadrada. Entonces existe una transformacién conforme
f:D—D.

DOMINIOS HOMOLOGICALMENTE NULOS

Sea v C C una curva cerrada, y z & .
Definicién. El indice de v alrededor de z es

1 [
non =5 [ 720
3
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8.5.

Proposicion. n(7y, z) es un entero, y es constante cuando z varfa en
una componente conexa de C — .

v C D curva cerrada.

Definicién. ~ es homolégicamente nula en D si (Vz ¢ D) n(y,z) = 0.
Definicién. D es homolégicamente nulo si toda curva cerrada en D
es homolégicamente nula.

Proposicién. Simplemente conexo == homolégicamente nulo.

Sea o C C un poligono cerrado (no necesariamente simple) con aris-
tas horizontales y verticales. La coleccion de rectas que contienen las
aristas de ¢ dividen a C en rectangulos R; (y semibandas, agrega-
mos unas rectas para que ¢ no pase cerca de una semibanda). Sea
a; el centro de R;. Cualquier segmento 7 de ¢ es una arista comun
de rectangulos contiguos R; y R;; supondremos que R; estd a la iz-
quierda de o arriba de R;. Orientamos a 7 de manera que R; estd a
su izquierda y R; a su derecha.

Sea ¢, (7) el nimero neto de veces que o traza T, es decir
¢o(T) = (# veces que o traza T positivamente)

— (# veces que o traza T negativamente).

Lema. n(o,a;) —n(o,a;) = co (7).

Lema. Supéngase ademds que o C D. Sea w una 1-forma en D (no
necesariamente cerrada). Entonces

[o=, X o],

i: n(o,a;)#0

Lema. Supoéngase ademas que 0 ~ 0 en D y que w es una forma
cerrada en D. Entonces fow =0.

Teorema. D es simplemente conexo <= D es homoldgicamente
nulo.

Teorema. D es homoldgicamente nulo <= C — D es conexo.
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9.3.

VARIABLE COMPLEJA #9

COMPORTAMIENTO EN LA FRONTERA DE
TRANSFORMACION CONFORME

D = B,(0).

Nota. Un homeomorfismo f: D — D’ entre dominios puede no ex-
tenderse a un homeomorfismo cerr D — cerr D’. Por ejemplo, D =
{0 <z <1, lyl <1}, flz,y) = (z,2y), D' = tridngulo. En este
ejemplo f es de hecho real-analitica pero no se extiende a un homeo-
morfismo cerca de z = 0.

Definiciéon. Un punto (y, € 0D es un punto frontera accesible de D
si existe una curva «: [0,1] — C con 7([0,1)) € D, v(1) = ¢, € C.

(Hay un refinamiento de la nocién de punto frontera accesible, en
que se toma en cuenta la forma en que la curva aproximante v tiende
al punto frontera (y, tomando en cuenta homotopia: curvas aproxi-
mantes no equivalentes determinan “puntos fronterizos accesibles”
distintos con el mismo (y.)

Definicién. Sea z, € D. )
cpto.
Decimos z, — 0D cuando (VK C D)E3N)n>N —> z, ¢ K.
Sea v: [0,1) — D. epto.
Decimos v — 0D cuando (VK C D)(3ty) t >ty —> ~(t) ¢ K.

Proposicién. Sea f: D — D’ un homeomorfismo. Si 2z, — 0D enton-
ces f(z,) — 0D'. Si vy — 0D entonces f(y) — dD'.

Definicién. Una curva o C 0D es un arco frontera libre si

(Vz € 0)(3 vecindad V de z) VNoD C o.

Sea ¢ un segmento que es un arco frontera libre en 0D. Entonces
z € o es un punto frontera de 1 lado si algin disco centrado en z
intersecta a D en un semidisco. De otro modo (dos semidiscos) es

de 2 lados. Todos los z € ¢ son del mismo nimero de lados 1 6 2, y

se dice que o es un segmento frontera libre de 1 lado o de 2 lados.
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9.5.

(Cuando o es de 2 lados, las curvas en cerr D que se acercan a (y €
o desde uno u otro semidisco definen “puntos frontera accesibles”
distintos.) (Se di la definicién para un segmento o, pero podria ser
una curva.)

Teorema. Sea o C JD un segmento frontera libre de 1 lado. Sea

f: D — D una transformacién conforme. Entonces f se extiende a
una funcién holomorfa inyectiva en una vecindad de DUo, y f(o) es
un arco de JD.

La demostracién utilizara el Principio de la Reflexion.

Teorema. (Principio de la Reflexién para Funciones Arménicas) Sea
DT C P* = {Imz > 0} un dominio con un segmento (abierto)
o CODTNR.Sea D~ ={Zz: z€ D*}. Seav € C(D*Uo,R) tal que
v|p+ € Ar DT y v|, = 0. Definase

v(z), ze€DtUo,
V(z) = { _ _
—v(zZ), z€D".

Entonces V € Ar (Dt Uo U D™).

Corolario. (Principio de la Reflexién para Funciones Holomorfas) Sea
f € H(D™). Supéngase que Im f — 0 cuando z — 0. Definase

F(z)z{ &, e
f(z), ze D™,

Entonces existe una forma de definir F'(z) para x € ¢ de manera que
quey F e H(DTUoUD™).

Definicién. o: (a,b) — C es un arco analitico si localmente se expresa
como una serie de potencias (de una variable real); i.e., o se extiende
a una funcién holomorfa en un a vecindad de ¢ C C. Se dice que o
es regular si (V) o’(t) # 0. Se dice que o es simple si es inyectiva.

Teorema. Si o C 9D es un arco frontera libre simple, regular, de 1
lado, entonces la transformacion conforme (de Riemann) f: D — D
se extiende holomorfamente a (una vecindad de) D U o — D U 9D.

Proposicién. Sea o C 9D un arco frontera libre simple, regular, de 2
lados. Sean V7, V5 semi-discos que son componentes conexos de VN D,
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donde V' es un disco centrado en (y € o. Entonces la restriccién f|y,
de la transformacion conforme f: D — D se extiende holomorfamente
a Vi Uo y es inyectiva en o.

VARIABLE COMPLEJA #10

TRANSFORMACION CONFORME DE
POLIGONOS

Veremos que para poligonos la transformacion conforme se extiende
a la frontera. La principal dificultad estd en los vértices.

Sea 0D un poligono (simple) de n lados con dngulos internos a;m,
aom, ..., oy (0 < ap < 2) en los vértices z1, 29, . .., 2,. Los angulos
externos son fBym, B = 1 — ap. Entonces D es convexo <= [, > 0
para todo k.

Proposicién. Y| B = 2.

Proposicién. Sea f: D — D conforme. Entonces f se extiende a un
homeomorfismo cerr D — cerr D.

(Este es un caso particular de un teorema de Carathéodory, que dice
que la proposiciéon anterior es valida cuando D es un dominio de
Jordan. No lo demostraremos en este curso, ver http:....)

Sea F'= f~1: D — D, donde D es el poligono descrito arriba.
Teorema. (Férmula de Schwarz-Christoffel) Sea wy, € 0D el punto
frontera que F' envia al vértice z, de D. Entonces

v dw ,
F(w) = C/O (W — w1)P1 (w — we) P2 -+ (w — wy)Pr T

donde ¢, ¢ son constantes.



11.1.

11.2.

VARIABLE COMPLEJA #11

TRANSFORMACION CONFORME DE
POLIGONOS CIRCULARES

Primero veamos la formula de Schwarz-Christoffel de otro punto de
vista. Pensemos en la funcién F': P* — D donde D es dominio poli-
gonal. Sean wy, ws, - - - € R los puntos tales que z;, = F(wy,) es vértice
de D (los prevértices del map F).

La reflexién de F' a lo largo de un intervalo (wyg,wgy1) produce un
poligono (imagen de P~) que es contiguo a D por la arista (zx, zx+1)-
Al reflejar la funcién en P~ por otro segmento (wy, wx41) se produce
una funcion F} en PT que tiene como un imagen un poligono obtenido
de D por dos reflexiones, o sea, de la forma z — Az + B. Asi

Fi(w) = AF(w) + B.
De esto se deduce
Flll F//
FoOF
Esto puede expresarse en términos del operador diferencial no lineal

du = u" /v, que satisface T = 0 donde T'(z2) = Az + B. Se puede
definir también como ®u = (logu’')’.

Proposicién. (1) ®(uov) = ((Pu) o v)v' + dv.

(2) Dada una funcién ¢, se puede resolver u = ¢ con

u:kl/ef“’—l-ka.

(3) Si ®F; = ®F, entonces F} = AF + B para constantes A, B.
(El reciproco de esto ya se vié arriba.)

Volvemos al map F': Pt — D del poligono. Sea p(w) = (PF)(w).
Es holomorfa en P*. Se puede reemplazar F' con AF + B para lograr
que una arista dada sea enviada en los reales. Este reemplazo no
modifica ®F, luego ¢ es real en las pre-aristas (wg, wyy1). Ademas,
al extender I’ por reflexiéon por dos pre-aristas, las dos extensiones
difieren por z — Az+ B. Puesto que la continuacién analitica respeta
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las derivadas y las operaciones aritméticas (Principio de Permanencia,
que estudiaremos después), se obtiene la misma ¢ en P~ por reflexién
de cualquier segmento en R \ {wy}. Asi extendida, ¢ es univaluada
en R\ {wy}, donde es claramente holomorfa.

Falta ver qué tipo de singularidad tiene ® F' en wy, ya sabemos hacerlo
para I (y el resultado deberia ser consistente con el concepto de
singularidad aislada):

z = Fw) = z,+t* (dondet = (2 — z,)/)
= zp+ (w— wg)*Gr(w) (con Gy holomorfa en wy),
F'lw) = (w—w)™ 'G(w) Gy holomorfa, Gy(wy) # 0),
F'w) = (w—w)™ (0 = DGr(w) + (w — we) Gy (w))

por lo que
COF'w) 1 (e — 1)Gr(w) + (0 — wy) G (w)
@(w) - F’(w) - w — Wy ak(w)
_ ap — 1 +O(1)
w — Wg

cerca de wy. Razonando como antes, la funcién

o(w) + 3

w — Wg

no tiene singularidad en ningun wy, por reflexiéon se extiende a P,
ademads se calcula (usando el hecho que F' es holomorfa en el co) la
expansion

plw) = 2 +0(-3) (w00,

asi ¢ es holomorpha en w = oo y obviamente la sumatoria lo es
también. Asi o(w) + > Br/(w — wy) es holomorfa en C y por el
Teorema de Liouville es constante. El valor es cero pues ¢(o0) = 0.
Por lo tanto sabemos ¢(w) = — wé—’;}k y podemos resolver para F
con ®F = ¢ para obtener otra vez la férmula de Schwarz-Christoffel.

Ahora sea D un poligono circular, es decir, las aristas son arcos de

cireulos en C. Cambiamos las letras, f: PT — D, w = f(z), z € Pt
weD.
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Una inversiéon en un circulo es (A1Z + By)/(C1Z + D;) luego dos
reflexiones se componen para dar una transformacion de la forma

Az + B
z = .
Cz+D

Queremos un operador que aniquile a toda T € Aut C. Observamos
las derivadas

1

T/<Z> = m ( suponiendo A.D — BC = ].),
—2C
&) = @iy
T'(z) = —2C
T'(z)  Cz+D
T2\ = 2C?
T ~ (Cz+ D)2

(2)
@)\ 4C?
T'(2) ~ (Cz+D)?
lo cual hace claro lo que hay que definir:

Definicién. La derivada schwarziana de una funcién holomorfa f es

B f// / 1 f// 2
s=(7) (7))

Proposicién. (a) Sy =0 < f € AutC 6 f = constante.

(b) Sgoy = (Sg f)le + .

Proposicién. Sea v C R un segmento, f holomorfa en una vecindad

de 7. Si f(7) es un arco circular, entonces Sy es real en 7.

11



