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VARIABLE COMPLEJA #6

FAMILIAS NORMALES

Recordemos que F C C(D,C) es una familia normal cuando cada
sucesion en F tiene una subsucesion que converge en C(D, C). Esto
es lo mismo que decir que cerr(F) es compacto en C(D, C).

La mayoria de los siguientes conceptos se entenderian atn sin dar la
definicion explicitamente.

Definicion.

F es uniformemente acotada si (IM)(Vz € D)(Vf € F) |f(2)] < M.

F es uniformemente acotada en E C D si la familia

Fle ={fle: feF}

es uniformemente acotada.

cpto.
F es uniformemente acotada en compactos si (VK C D) F es uni-

formemente acotada en K.

F es localmente uniformemente acotada si (Vz € D)(3 V vec. de z)
F es uniformemente acotada en V.

F es acotada puntualmente si F es uniformemente acotada en todo
subconjunto formado de un solo punto.

Definicién. F es equicontinua (=uniformemente eq.) en E si

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz1, 25 € E)(Vf € F)

|21 — 2| <6 == |f(21) — f(z2)| <e
cpto.
F es (uniformemente) equicontinua en compactos si (VK C D)

F es equicontinua en K.
F es localmente equicontinua si (Vz € D)(3 V vec. de z)
F es equicontinua en V.

Las equivalencias entre “localmente” y “en compactos” se pueden
verificar facilmente con la definicién de compacto, y el hecho que C
es localmente compacto:

Proposicién. F C C(D,C) es localmente uniformemente acotada

<= F es uniformemente acotada en compactos.



Nota. equicontinua # loc. unif. acotada. (Considerar z + 1, z + 2,

)

Proposicién. F C C(D,C) es localmente equicontinua <=
F es equicontinua en compactos.

cpto.
Lema. F C C(D,C) es una familia normal <= (VK pg D)(Vo > 0)
S S fod S F)VS € F)(F)) supg |f = fi] < 0.

Demostracion. La condicién dice que F es localmente acotada:

(Vept. K € D) (V§ > 0)
G ffor o fne F) (VfeF) (F)) Slelllg{f(Z) - fi(2)]} <0

Esto es equivalente a que cerrF C C'(D, C) sea un subconjunto total-
mente acotado (un espacio métrico que se cubre por un nimero finito
de discos de radio arbitrariamente pequeno), lo que significa que F
es una familia normal. [ ]

Teorema. (Arzela-Ascoli) Sea F C C(D, C). Entonces
F es una familia normal <= (a) F es equicontinua en compactos,
y (b) F es acotada puntualmente.

Demostracién. =-. (a) Tomar un compacto K C D y un € > 0. Por el
Lema, escoger fi,..., fn € F tales que (Vf € F) (3j) supg |f— fi] <
€/3. Por ser f;|k uniformemente continua, tomar J; > 0 tal que

(Ver, 22 € K) |1 = 2l < 8 = [fy(z) — fi(z)] < 5.

Sea § = mind;. Ahora, para cualquier f € F, escoger j tal que
supg |f — fj| < €/3. Asi, cuando 21,20 € K |21 — 29| < J; se tiene

|f(z1)—f(z)| S| f(21)=fi(z0) [+ fi(21) = fi(22) [+ fi(22) = f(22)| <€

Esto dice que F es equicontinua en el compacto K, que fue arbitrario.
(b) Si F no fuera acotada puntualmente, digamos no acotada en z €
D, habria {f,} C F con f,(z) — oco. Por ser F una familia normal
habria una subsucesién convergente f, — f, luego f(z) = oo, lo cual
es absurdo para f € C(D,C). Por eso F es acotada puntualmente.

<. Supongamos (a),(b). Considérese cualquier sucesién en F. Esco-
gemos cualquier sucesién {z,} de puntos densa en D. Por (b) hay
una subsucesién, lldmese {f;}, cuyos valores en z; convergen.
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Usamos la observacion que cualquier subsucesion de una sucesién da-
da puede ser identificada dando la coleccién de indices que usa, que
es un subconjunto infinito de Z*. Reciprocamente, cualquier sub-
conjunto infinito de Z* define una subsucesién (pues lleva un orden
obvio, tiene primer, segundo, ..., elementos). Los indices de {f;}
son N7 = Z*, y aplicando la hipétesis (b) inductivamente tomamos
subconjuntos infinitos

No C Ny {fj(22): j € Na converge},
N3 TNy {f(z3): j € N3 converge},

etc. Aplicamos el “proceso diagonal de Cantor” a los conjuntos infi-
nitos decrecientes

ZT =N DNy DN3D -+

es decir, sea k; el j-ésimo elemento de N;. Por construccién, k; > j,
as{ que k; — 00, lo cual permite usar {k;} para definir la subsucesién
“diagonalizada” { fy,}.

Por la definicién de N, para cada n fijo la sucesion { fy,(zn)}; con-
verge (una cola de esta sucesién coincide con una cola de la sucesién

Con esto mostraremos que { fi,} converge en C'(D,C). Para ver que
converge uniformemente en un compacto K C D, sea € > 0. Por (a),
{fx;} es equicontinua en K, por lo que podemos tomar ¢ > 0 tal que

(V2,2 € K) (¥)) |2 =21 <8 = Ifiy(2) = fiu ()] < 5.

Cubrimos K por una ntmero finito de discos de radio §/2. Por la
densidad de {z,}, cada uno de estos discos contiene algin z,. Para
tal coleccién finita Z de z, y el hecho que {fi,;(2,)} es de Cauchy,
podemos tomar un indice 7y tal que para cada z, € Z,

€

iaj > = |sz(zn) _fk](zn)| < 3

Dado z € K arbitrario, z estd en uno de los discos de la cubierto,
luego hay algin z, € Z tal que |z — z,| < §. De esto

[ fii (2) = fie ()] < i (2) = fo G) |- s (20) = Fry () |1 F5 (2n) = i, (2))]

< €.



0.3.

Esto dice que {fy;} es uniformemente de Cauchy en K, por lo que
converge uniformemente en K. Por el rellenado D = | K, esto define
un limite f = lim; fi, tal que fi, — f en C(D,C). Por lo tanto F es
una familia normal. [ ]

Ahora consideramos funciones holomorfas.

Proposicién. Sea F C H(D), F localmente uniformemente acotada.
Entonces F' es localmente uniformemente acotada.

Demostracién. Dado zy € D tomar B,(z9) C D tal que cada f € F
satisfaga supp () |f| < M. La férmula integral de Cauchy f'(z) =

(1/@70) [y, 00 Q) dC/(C — ) da
, omr M AM
F @)l < o (r/2)2

cuando z € B, /2(29). Esto dice que F' es localmente uniformemente
acotada.

Lema. Sea F C H(D), F localmente uniformemente acotada. En-
tonces F es equicontinua en compactos.

Demostracién. Por ser ' localmente uniformente acotada, dado zg €
D tomar r > 0, M > 0 tales que |f'| < M en B,(z).
Para 21, 20 € B, (20),

V%%ﬁvm=/@ﬂO%SMM—@!

donde la integracién es sobre el segmento de z; a 23, que estda en
B, (2p). Eso es, dado € > 0 el valor 6 = ¢/M cumple con la definicién
de equicontinuidad en B,(z), i.e. F es localmente equicontinua y por
ende equicontinua en compactos. [ ]

Lema. Sea F C C(D,C), F equicontinua en compactos y unifor-
memente acotada en {zp}. Entonces F es localmente uniformemente
acotada.

Demostracién. Tenemos |f(z)| < M para f € F. Dado z € D,
sea v C D una curve con extremos zp, z. Como v es compacta,
(Ve < 0) (36 > 0)

(Vz1,20 €7) (VfE€F) |z1— 2 <d = |f(z1) — f(z0)] <e.
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6.4.

Tomemos puntos consecutivos zi, 29, ..., 2z, a lo largo de v con z, =
z, tales que |zj11 — 2| < 0 (v es uniformemente continua). Por la
Desiguald del Tridngulo, |f(2) — f(20)| < Ne. En consecuencia

If(2)] < |f(20)| + ne < M 4 ne =: M,

pues todo lo anterior dependia de z. Esto muestra que para cualquier
z € D, F es uniformemente acotada en el subconjunto unipuntual
{z}. Para 2’ en una vecindad compacta de z donde F es equicontinua,
tenemos

FESIFEI+1< M+ 1.

Esto muestra que F es localmente uniformente acotada.

Teorema. (Montel) Sea F C H(D). Entonces F es una familia normal
<= F es localmente uniformemente acotada.

Demostracion. =-. Sea F una familia normal. Por Arzela-Ascoli,
F es equicontinua y es acotada en algin punto. Por el lema, F es
localmente uniformemente acotada.

<. Sea F localmente uniformemente acotada. Por un lema, F es
equicontinua en compactos, y obviamente es puntualmente acotada.
Por el teorema de Arzela-Ascoli, F es una familia normal. [ ]




