4.1,

4.2.

VARIABLE COMPLEJA #4

FUNCIONES ARMONICAS

Sea V = p + iq la velocidad de un fluido en alguna regién del plano.
Algunas propiedades fisicas del fluido corresponden a propiedades
matemaéticas de V:

Ejemplo. Dado un (sub)dominio de Jordan con frontera una curva
suave parametrizada por z(t) = x(t) +iy(t) (|2'(t)| = 1), se calcula la
cantidad neta de fluido que entra como sigue: el vector normal hacia
dentro es dii = (—dy, dx), luego el flujo (neto) a través de la frontera
es

j{V ~di = f(zxq) (—dy,dz) = f(qu —pdy).
Decimos que el flujo es incompresible si el flujo es cero para cada

subdominio de Jordan.

Ejemplo. La circulacién alrededor de una curva cerrada es

$V-d:= $0.0)- (dody) = $ oz + qdy

y el flujo se llama irrotacional si la circulaciéon siempre es cero.

Fijemos (zg,y). Si V es incompresible, entonces la cantidad

(z,y)
w@c,y)—/( (qdz —pdy)

x0,40)

estd bien definida en un &drea simplemente conexa (no depende del
camino de integracién); se llama el potencial de velocidad. Si V es
irrotacional, entonces

(z,y)
o(z,y) = —/( (pdz + qdy)

Z0,40)

esta bien definida; se llama el potencial del fluido.

Supongamos que V' es tanto irrotacional como incompresible.
Entonces tenemos ¢, = —p = ¥y; ¢, = —q = —,. Asi la funcién

U = ¢ +i = (potencial del fluido) + i(potencial de velocidad)
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4.5,

4.4

es holomorfa, por lo que la velocidad V' = —U’ es antiholomorfa.
Tanto ¢ como v son armodnicas.

El gradiente

Vo = (¢a;0y) = (=0, —q) = =V
es un vector paralelo a V' y ademas perpendicular a las curvas de
nivel ¢ = const:

Hx(t),yt) =c =—> 2"+ oy’ =0 = Vo L Z/(t)

donde #/(t) es el tangente a la curva de nivel. Por eso las curvas de
nivel de ¢ son perpendiculares a V' y también perpendiculares a las
curvas de nivel de .

Teorema. Un fluido incompresible e irrotacional fluye a lo largo de

las curvas de nivel de su potencial de velocidad .

Proposicién. Sea w arménica en D (u € ArD) y sea f: D' — D

holomorfa. Entonces u o f es arménica en D'. Ademds, las curvas de

nivel de u o f son f~!(curvas de nivel de u).

Esto permite convertir un problema de potencial en un dominio a un
problema de potencial en otro dominio.

o Au = 0 en D,
Problema de Dirichlet: { uw = h endD.
o N Au = 0 en D,
roblema de Neumann: % = h en 0D.

Operador Dirichlet-a-Neumann: Dada h en 0D, resolver el problema

de Dirichlet, lo cual da una funcion u en el interior. Tomar la derivada
normal du/0m, en los puntos de 0D.

Operador de Hilbert: Dada h en 0D, resolver el problema de Diri-

chlet, lo cual da una funcion u en el interior. Tomar un conjugado
armoénico v para u (quizds normalizado por v(0) = 0 o algo similar)
y restringir a dD.

(Se usan los mismos nombres para los conceptos andlogos correspon-
dientes a otros operadores en lugar de A.)
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4.5.

4.6.

4.7,

PROPIEDADES DE FUNCIONES ARMONICAS

Coordenadas Polares. = rcosf, y = rsené.
M_(% Ie)_(x/r —y)
90(r, 0) Yr Yo y/r
00(r,0) ([ r, r,\ [ cost send
Au = Ugy T+ Uyy = 7A(rur)r + Ugg

Por eso uy(z) = log|z| = logr y us(z) = argz = 6 son funciones
armonicas de (z,vy).

Teorema. (Propiedad del Valor Medio PVM) Sea v € Ar D. Entonces
cada vez que B,.(z) C D se tiene

2
/ u(zo +re’) db.
0

1
u(zo) = Dy

Definicién. Decimos que u € C(D, R) satisface el PVM si
(V2o € D)(Vr > 0) Bo(20) C D == u(z0) = 2= [7"u(zo + re?) db.

o7 Jo

Decimos que u € C(D, R) satisface el PVM en pequenos radios si
(Vzo € D)(Fro > 0)(Vr <m9) ...

Teorema. (Principio del Maximo PMax) Sea u € C(D,R) que sa-
tisface la PVM en pequenos radios en D. Si u no es idénticamente
constante, entonces no hay punto de D en que u tome su valor maxi-
mo.

Nota. u satisface PVM en pequenios radios =—=> —u satisface PVM
en pequenos radios ==> —u no toma maximo si no es constante

—> u no toma minimo si no es constante. (“Principio del Mini-
mo??)

Corolario. Sea D un dominio acotado, u € C(cerr D, R), u|p arméni-
ca, u|gp = 0. Entonces u = 0.

Corolario. Una funciéon armonica en un dominio acotado que ten-
ga una extensién continua a la frontera estd determinada por estos
valores en la frontera.



4.8.

4.9,

PROBLEMA DE DIRICHLET

Fijemos h: 0D — R continua. ;Existe u € Ar D con extensién conti-
nua a la frontera u|gp = h? (Cuando D no es acotado, se podra poner
una condicién de continuidad en el co.)

Definicién. D es un dominio de Dirichlet si para toda h € C(0D,R)

(19l

la respuesta a la pregunta es “si”.

Ejemplo. D = {0 < |z| < 1}. Definamos h(0) = 0, h(z) = 1 para |z| =
1. Veremos que si existiera una solucion al problema de Dirichlet,
tendria que ser armonica en z = 0 también (es decir, arménica en
By(0)), lo cual contradiria el Principio del Maximo. Asi que D no es
un dominio de Dirichlet.

La solucién al Problema de Dirichlet para un disco es facil y se lla-
ma la férmula de Poisson. Consideremos u armonica en Bpry(0) e
investiguemos la relacién entre sus valores en Bg(0) y en un punto
p € Bg(0). La transformacién de Mébius

R(w+p/R) R(Rw+ p)

@ =Tlw) = (p/R)w + 1 T pw+R

lleva {|w| < 1} a {|z] < R} con 0 + p. La funcién u = uo T, o sea
u(w) = u(z), es arménica en By(0) y por la PVM
1 2 ) 1 27 )
u(p) = u(0) —/ u(e"?) dop = —/ u(ew)@ do.
0 0 df

- 2 21

El ntcleo de Poisson se define como (1/27)(d¢/df). (Una funcién en
[0,27] que es R-valuada, pero que depende de p.) Para calcularlo,
veamos la inversa

_ Rz—Rp

- —pz+R?

donde ahora z = Re. Luego dw = iwdep, dz = izdf, dp/df =
(dw/dz)(z/w),

e = w

dp  R(R*—|p]*) —pz + R?
4 = (pz+ R T RG—p)
(R* — |p|*)=
(=pz +7%2)(z — p)

R —|p?
o z—pP



4.10.

Esto se puede expresar de muchas formas. La férmula

c4p_ (z+p)E-D)
cp G-pE-D

nos da
d¢  R*—|p|? Z+0p
— = ———— = Re )

o |z —pP? z—p

Teorema. Sea u € C(Bg(0),R), u arménica en Bg(0). Sea p = Rye'
donde 0 < Ry < R. Entonces

1 [ R*-R?

— 6 _ 10
u(p) = u(Roe™) o0 oo |Re® — Roet® |2 u(Re”) db
1 2 R2 _ R(Q) .
- — Re") df.
or /9:0 R —9RRycos0 — 00 - 12 ")

Definicién. Nucleo de Poisson

1 e’ +z 11—z
K(z0)= —Re & 72— = 1~ IF
(2.6) o el — 27 |et — 2|2

para |z] < 1,0 <6 < 2.

Sea h € C([0,27],R). Definicién. La integral de Poisson de h es

2T
PN = Pi(z) = [ (e 0)h(0)as
0
para |z| < 1.
Se tiene P: h+ Py: C([0,27],R) — Ar (B;(0)). También h podria

ser cualquier funcién integrable. Para el disco Bgr(zo) hay un kernel
K((# — 20)/R,0) dando un operador P, r(h).

Proposicién. (1) P es un operador lineal.

(2) P es un operador positivo.

(3) P. es constante cuando c¢ es constante.

(4) Si ¢; < h(0) < ¢y para todo 0, entonces ¢; < Py(2) < cp para
todo z.



4.11.

4.12.

4.13.

5.1.

Proposicién. (Schwarz) Sea h : [0,27] — R continua por pedazos (o
integrable+-acotada) y sea h continua en 6. Entonces

lim Py (2) = h(6y).

z%eiQO
|z|<1

Teorema. w satisface la PVM en pequenos radios == wu es armoni-
ca.

Proposicién. Ar D es cerrado en C(D,R).

Proposicién. (Desigualdad de Harnack) Sea u € Ar Bg(0) con u > 0
Entonces para cada z € Br(0) se tiene

R — |7 R+ ||
L0 < ) < )

Proposicién. (Teorema de Liouville) Sea u € ArC, u acotada.
Entonces u es constante.

Proposicién. (Principio de Harnack) Sea {u,,} € Ar D con u,, < tp41.
Entonces o bien

(a) u,, — oo uniformemente en compactos de D, o bien
(b) existe u € Ar D tal que u, — u en Ar D.

VARIABLE COMPLEJA #5

FUNCIONES SUBARMONICAS

Definicién. Sea v € C(D,R). Se dice que v es subdrmonica si

(Vzo € D)(Vr : B,(z) C D)

1 2 ]
v(zg) < 2—/ v(zo +re'?) do.
0

™

Se dice que v es subarmonica en pequenos radios si
(Vzo € D)(Iro > 0)(Vr <r9) ...

Se dice que v es superarmonica si —v es subarmonica.




5.2.

5.3.

Nota. subarmodnica : arménica :: convexa : lineal

“Una funcion subarmoénica queda debajo de la funcién armonica con

los mismos valores de frontera.”

Proposicién. v subarménica en pequenos radios en D —>
v satisface el PMax en D.

Proposicién. v es subarménica en D <=

(VDy C D)(Yuy € Ar D) v — uy satisface el PMax en D;.

Proposicién. subarmonica <= subarmonica en pequenos radios.
subarmonica + superarmoénica <= armonica.

Proposicién. (1) v subarmoénica, ¢ >0 == cv subarménica.
(2) vy, vy subarménicas == wv; + vy subarmonica.

(3) vy, vy subarmonicas = mé&x(vq, vg) subarménica.
(4) v subarménica en D; Dy = B,(z) C D. Definase h = v|gp, y

~ Jw afuera de D,
P., r(h) dentro de D;.

Entonces v es subarmonica.



5.

5.5.

SOLUCION AL PROBLEMA DE DIRICHLET

Proposicién. v subarménica en el dominio acotado D, u € C(cerr D, R),
w arménica en D. Supéngase que (V¢ € 9D)
lim sup o(2) < u(Go)

z—(p
z€D

(“v no tiende a mas de u en 0D”). Entonces v(z) < u(z) para todo
zeD.

En el contexto de esta proposicién, para u armonica con extension
continua a dD, y para z € D se tiene obviamente

u(z) = sup{v(z): v subarmoénica en D,
lim sup v(z") < u(¢) para todo ¢ € dD}.

z’—>C0
2'eD

Definicién. D C C dominio acotado, h: 0D — R acotada. La familia
de Perron de h es

Perr (h) = {v: v subarménica en D,
limsup v(z) < h({y) para (y € 0D}.

z—(p
z€D

Nota. Perr (h) # @ porque —M € Perr (h) donde |h(()| < M. Para
v € Perr (h) se tiene v < M en D porque M es armonica.

La funcion de Perron de h es

up(z) = sup{v(z): v € Perr (h)}, z € D.

Nota. Si existe una solucién al problema de Dirichlet con valores de
frontera h, esta solucion tiene que estar en Perr (h) y por lo tanto es
igual a uy.

Teorema. u, € ArD.

Definicién. Sea (, € dD. Una barrera para D en (y es una funcion
w € C(cerr (D),R) que es arménica en D y que satisface w > 0 en
0D — {(o}, mientras w((y) = 0.



5.0.

Ejemplo. Supédngase que (y; € 0D y que el segmento [(p, (1] estd en
el exterior de D salvo por el extremo (y. Entonces hay una rama
continua de /(2 — ¢)/(z — (1) en D, y un dngulo « tal que

—iq Z_CO
Im [e ”z—C1]>O

en D — {(o}, vale 0 en (o. Esta es una barrera para D en (.

D sigue siendo un dominio acotado:

Teorema. Sea h: 0D — R una funciéon continua. Sea (5 € 0D y
supdéngase que existe una barrera para D en (y. Entonces la funcién de
Perron uy, se extiende continuamente a DU {(y} con el valor u; () =

h(Go)-

Corolario. D es un dominio de Dirichlet <= D tiene una barrera
en cada punto de su frontera.

Teorema. Sea (o € dD. Supéngase que la componente conexa de
C — D que contiene (; contiene puntos otros que (y. Entonces D tiene
una barrera en (j.

Nota. Es posible que D tenga una barrera en (p aunque la compo-
nente conexa de C — D que contiene (o sea {(p}.

Teorema. D es simplemente conexo y acotado == D es un do-
minio de Dirichlet.
(Demostracién después.)



