9.1.

9.2.

PDES DE 1ER ORDEN #9

ECUACIONES PFAFFIANAS

QCR" P=(P,...,P): Q—=R" P(x)# (0,...,0).
Forma diferencial pfaffiana: )" | P, dx;.

El valor aplicado a en v = (vy,...,v,) € R™ en el punto x =
(X1, ..., 2,) € Qes

Zpi(mh ce X)) v = (P(x), v).

Definicién. Sea S C €2, m-dimensional, parametrizado por una fun-

cion C' z(\) = x(\, ..., \y) for A € A C R™. La ecuacién diferencial

pfaffiana

n

ZPi(xl,...,:cn)dxi:O (1)

i=1

se verifica en S cuando para cada curva \: I — A de clase C*! |

> PN (M) =0 ©)

para cada s € I. Se dice que S es m-variedad integral de la forma
pfaffiana. La forma pfaffiana es m-integrable cuando para cada z € €)
hay una tnica m-variedad integral S C 2 que contiene z. Las forma
es completamente integrable cuando es (n — 1)-integrable (€2 es unién
de hipersuperficies integrales).

1-variedad integral = curva integral.
2-variedad integral = superficie integral.

“P=0alolargode S”, > Pi(xrioX) =0, (P, (xol))=0.
Proposicién. El ser m-variedad integral no depende de la parametri-
zacién: si A = (\), con ¥ A — A difeomorfismo, entonces

" PWAE) S wi(s) =0



9.3.

para cada curva A: I — A de clase C.

Proposicién. >~ Pydx; = 0 es m-integrable si y sélo si para cada
A €A,

ZP D2y Z0 a<k<m)

Ejemplo. 2x32] dvy — 222 dvy — 2w9w3 drs + 10212375 day
en Q={zeR" z;>0(1<i<4)}.

Sea
S = {(‘rl)x27'r3ax4> - ()\1)\27 /\1A§7 )\2)6337 /\3> (Ak > O)}
Para k =1,
0y 0xs 03 014
Pi(z )8)\1+P2( )@)\ + P3(x )6/\ + Py(x )8A

=2(X2A3)(X3)°(A2) + (—2)(A2A3)*(A3)
+ (—=2)(MAZ) (A2A3)(0) + (10) (A1 A2) (A2A3) (As)*(0)
=0.

(similar para k = 2, 3)
Se puede realizar el calculo con diferenciales:

dl’l = )\2 d)\l + )\1 d)\z,
drg = A5 d\; + 2\ A3 d)s,
dlL‘g = )\g d)\g + 3/\2)\2 d/\37

dzy = d)s,

luego
Pi(x) = 2(A)3)(A)° = 2205,
Py(z) = (—2)(A2A3)? = —2X3),
Pg(.l’) ( 2)()\1)\2>(/\2/\3) = —2/\1/\2Ag,
P4(l'> (10)()\1)\2)()\2)\3) = 10)\1)\2)\3
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Combinando,

4
ZR(:U) dx; =
i=1
<(2/\2/\§)(/\2 d\ + M\ d/\g)) + <(—2)\§/\g)(/\§ dA1 + 2X\ A3 d)\3))
+ ((—2)\1/\2/\2)(/\3 dAs + 32 d)\g)) + ((10/\1/\2>\§)(d)\3)>.
Agrupar cada d)\;, ver que los coeficientes son 0.

Definicién. . Pidz; es exacta si hay f: Q — R de clase C! tal que
P=VfF.

Proposicién. Toda diferencial pfaffiana es completamente integrable.
Las hipersuperficies integrables son los conjuntos de nivel

{reQ: f=c},ceR.

Una p: Q — Res factor integrador de > " | P dz; cuando y ., po P; dx;
es exacta.

Notar u(x) # 0 para z € Q. Si existe un factor integrador u, la
ecuacion es completamente integrable.

Sea n = 2:

Proposicién. Sea Py, Py: I} x I, — R de clase C'. Entonces toda

pfaffiana P, dzi + P, dxy = 0 tiene un factor integrador.

Si x5 se expresa como funcién de x; en curvas integrales,

dl‘g P1

dr, P

en cada x = (21, x2) € Q. Las curvas integrales de Pydxy + Pydxs son
las curvas integrales del campo vectorial —P; /Ps.

Ejemplo. dxy — dzy =0, 0sea, Pi(x) =1, Py(x) = —1.

Ecuaciones caracteristicas x)(s) = 1, z4(s) = —1
que dan. z1(s) = s+ ¢, 22(s) = —s + ¢a.

Luego x1 + x5 es constante en caracteristicas, que son las 1-variedades
integrales.

Y



9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.
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Caso particular: Supongamoe

(apl)wz - (aPQ)m
Py

= g(z1)

es funcién de x;. En tal caso definir p(z,z5) = el 9(x1) 1 Engonces
1 es factor integrador para Pidr; + Pedxs.

Proposicién. Las curvas integrales Podxy — Pidxs son ortogonales a
las curvas integrales de Pidxy + Podxs.

Lema. Sea Q C R2, con f,g: 2 — R de clase C'. Entonces cerca de
un punto dado de €2, existe h: R — R con h/(z) # 0 con g =ho f
s y solo si

of dg  0f Og
81’1 81’2 n 89[;2 6.731.

n=3: P1d$1+P2dl‘2+P3dl'3.
Proposicién. Hay una curva integral en cada punto de Q.

Ejemplo. zydx; —dxs = 0, en Q = R™. Asi Py(z) = x9, Py(x) = 0,

Ps(x) = —1. La ODE es xa(s) 2/ (s) — x54(s) = 0.

Siempre tiene soluciones. Como ejemplo supongamos zs(s) constant,

luego para 2% = (29, 29, 29) € R” dado como valor inicial
1»%2y3 )

w(s) = (s +aY, 3, o35 + x3)
es curva integral.

Proposicién. Sea 2 = I x Iy x I3, sea P de clase C? en ). La pfaffiana
es completamente integrable si y sélo si

(P(z), rotP(z)) =0.
for all x € €.
Ejemplo. x9dx; — 23 =0:

rot P = rot (x9, 0, —1)=(0—1, 0—-0, 0 —1),



luego
(P, rot P) = ((z2, 0, —1), (=1, 0, —1)) =1 — .

Por lo que P no tiene integral completa:

9.15. Procedimiento para pfaffianas en 3D: (1) Verificar condicion de inte-
grabilidad. (2) Sila cumple, resolver Pydz1+ Pydzs = 0 (2-dimensional)
para x3 fijo, dando f, p. (3) Resolver ¢'(x3) = fo,(x) —p(z)P3(z) (ga-
rantizado ser ODE). (4) Las superficies integrales son {f = ¢} donde
¢ depende de una constante arbitraria.

Ejemplo. zox3dx; + z123dxs + 2129 drg = 0 en R3.
Aqui Py = xox3, Py = 1123, P3 = 11709,
rot P = (x7 — x1, T3 — 2, x3 —x3) = 0.

Ahora resolver xoxs3dr, + x123drs = 0 para x3 fijo:
dividir entre ziz9x3,

dx dx

_1 + _2 — 0,

T i)
luego f(z) = z1x9 es constante. Luego f., = xa, fu, = 1, que dice
que el factor integrador es u(x) = 1/x3. En este ejemplo f,, = 0,

luego
1 1 1
/ _ — = — —_ —
¢'(x3) = L ng(x) 1;305(353)
en la superficie donde f = ¢. Esta es ODE, con solucién
c
P(r3) = $_3

Las superficies integrales se definen por x1xy = ¢/x3, 0 sea
193 = C.

(vélido aun cuando algun z; = 0)

9.16. Casos especiales:
Por inspeccién (exacta, o facil de hacer exacta)
Variables separables Py (z1)dx) + Py(z2)dxe + Py(x3)dxs
Una variable separada

Coeficientes homogéneas.



