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PDES DE 1ER ORDEN #8

PROBLEMAS DE FRONTERA

QCR"TCINGT CQ),g: ' = R. La condicién u(x) = g(z) para
todo x € I' es una condicién de Dirichlet para una funciéon continua
u: QUT — R.

Una PDE con una condicién de Dirichlet
F(Vu,u,z) =0, ulr =g

es un problema de Cauchy.

Cuando I' C 9€2: condicién de frontera, problema de frontera (BVP).
Para PDEs dependiente del tiempo, una condicién de Cauchy de la
forma u(z,ty) = g(x) para u: Q x I — R, es una condicién inicial.

Ejemplo. u,, +u,, =u?en Q,u=genl.con Q= {x: 2o >0} C R?
['={z€00: zy=0}.

Vimos que la integral general es

u(e) = ——

T+ w($1 — I9)

La condicion de frontera u(zy,0) = g(z1,0) da

-1
N = x 70 )
71+ w(xl) 9( 1 )
luego
1
wlen) = o g(21,0)
Por lo tanto
9(331 - 562)

ule) = 1 —xyg(xy — x2)

Ejemplo.

2 2
THUy, + T1ToUg, = T1, U = T5 €n x1 = 0.
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La integral general es
u = log ] + w(af — 23).
De los datos de frontera,
u(0, 75) = log |ze| + w(—23) = x3.

luego w(z) = —z — log(|z|1/2) y la solucién es

u(wy, vs) = 23 — af —log (|2 — 23]'/?) + log |z,

No toda condicion de frontera es apropiada para una PDE dada.

Definicién. Un problema de frontera esta bien planteada si tiene una

solucion tnica w y si para toda variacion pequena de las funciones
definidoras F'y g, la BVP correspondiente también tiene una solucion
Unica y esta solucién es cercana a u.

Supdngase que I' es curva caracteristica z(-, \) para un valor A € A
en particular, que pasa por x° = (s, \) € Q. Sea g en I arbitraria,
dando la condicién de Dirichlet u(z) = g(z) para « € I'. Supongamos

2 (50, A) = Z pi(50, A) (i) a, (50, A),

Por el teorema general, la solucién de la ODE esta determinada sobre
la curva caracteristica para A por el punto z(-, A), y el valor inicial
2%()\), entonces u(x) = 2(s,\) para z € T'. Si g(z(s,\)) no coincide
con z(s, A), no se puede resolver el BVP.

Tampoco esta bien planteado el problema cuando I' toca una carac-
teristica en més de un punto.

. Para cudles condiciones iniciales

x(s0) = 2%, z(s0) = 2°, p(so) = p°.

esta bien planteado? Primero,

F@°, 2% a%) =o.
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Segundo,

22 = g(a%).

para que la solucién con u(z?) = g(2°) valga z(x(sy)) en la carac-
teristica.

Tercero, p° no es arbitrario. Supongamos que se puede extender g de
clase C' en una regién que contiene a I' (para hablar de derivadas
parciales) Consideremos una curva y(t) = (y1(t),...,yn(t)) en I" con
y(0) = 2°. La condicién frontera pide

u(y(t)) = g(y(t))

para todo t. La derivada:

Z umi (I Z gﬂﬁz 'L
=1

Por ser arbitraria la curva en I' su vector tangente (vy,...,v,) =
(y1(0),...,y.(0)) es arbitrario en el espacio tangente a I' en x°. Lue-
go el vector p’ = p(sg) = Vu(z?) satisface la tercera condicién de
compatibilidad

n n

Z Vg p? = Z Vi Gz, (xO)’

i=1 i=1
eso es, (v,p°) = (v, Vg(z?)), para todo vector tangente v a I'. Esto
dice p® — Vg(2°) L v, cada vez que v € R satisface v L 7i(2°). La
tercera condicion de compatibilidad es equivalente

P’ — Vg(z°) es multiplo de 7i(x").

Se dice p° es compatible con 2°,2° para el BVP si se satisfacen las
tres condiciones de compatibilidad.

Si por suerte I' esta en un hiperplano con una coordenada constante
en R”, como

FC{zeR": 2"=c},

entonces el normal a I" es §, = (0,...,0,1) y los vectores tangentes
son (vy,...,v,-1,0), generados por ¢; (1 < i < n —1). La tercera
condicién de compatibilidad es

Ko=) (1<i<n-1).
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Las condiciones de compatibilidad dan la manera de formular “con-
diciones de frontera no-caracteristicas”. Sea (p°, 2%, 2%) compatible.
Queremos una condicién suficiente para dar una solucién unica cerca
de 2° € T'. El primer paso es encontrar condiciones compatibles para
puntos de I cerca de 2°.

Proposicién. Sea (p°, 2°, 2°) compatible para el problema de Cauchy.
Supongamos

(VL F(p®, 2% 2%, 7(a")) # 0.

Parametricemos I' por y(Ay,..., A1), A € A C R™1 4(0) = 2°.
Entonces existe una funcién p(A) en una vecindad de A = 0 tal que
(p(N), f(y(N), y(X\)) es compatible.

Demostracién. Definir para A € A, r € I (0 € I),

(A1) =y(\) —r.

y es diferenciable, ¥(A,r) € Q para r > 0 (con I pequeno). Ademés
¥(0,0) = 2°, y es invertible cerca de 2° (pues cada punto de I' cerca
de 2° se proyecta en la direccién de 7 a un punto tinico de €. Para

veR" ueR, ze€AxI (osea®=(\r)) definir

F(,4,2) = F(0(J5(2)7", 4, (),

(Jy = Jacobiana) Notar que dada u: Q@ — R de clase C*, podemos
definir @: AxXI — Rpor @ = uoth, osea (T, ...,Tn) = u(T1,...,Tp).

Por la regla de la cadena Vi = ((Vu) o ¥)Jy, luego
(Vu) otp = (Va)(Jy) ™",
lo cual da

F(Vu(i), 4(z), &) = F(Vu(&)J,(2)7", a(z), ¥(@))

Asf @ es solucién de la PDE de F si y s6lo si u es solucion de la PDE
de F'. Definamos g: A — R por

g=gof,
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dando un BVP nuevo

F(Vu,u,z) =0, uly=yg,

con una correspondencia 1-a-1 entre soluciones de las dos PDEs. Las
condiciones de compatibilidad para F' son

F(°, 2% 3% =0,2° =g(@), 0} =3, () (1<k<n—1),

La primera condiciéon de compatibilidad para F es véalida cuando

= (0,0) € Ax I, 2° =2 p) = §,.(2°), la segunda es trivial.
Veamos la tercera. Tenemos (:%1, ey T, @) = (A1, A1, 7).
Por definicién de p°, su k-ésima entrada, 1 <k <n —1es

k—zp] % ij y]
—Z% M = G (29),

usando otra vez la regla de la cadena y usando

((W)aes ~--s Wn)a) L7

pues y = () € ' y 1 es ortogonal a T

Ahora con la compatibilidad en 7% = 0, Se extiende a puntos cercanos
pues

@Jiﬁ(i’)il = (1717 T 6n)

= (* + f)n(hn)xl, * + f}n(hn)xga ceey K + ﬂn(hn)xn)

donde “x” son cantidades sin v,,, luego

Ff)n ZF'UZ nzi

Tenemos la hipétesis Y1 | F,,;7; # 0 en (p°, 2°, 2°). Ademés, las ulti-
mas derivadas parciales de entradas de J,(Z) son

i .

= —7,.
or !
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Por lo tanto
ﬁfln (ﬁ(J? gO’ :Z‘O) 7& 0.

Definamos pr(A) = g, (A) para 1 < k < n — 1, de manera que
pk(0) = pY. Para A € A, consideramos

G<)‘7 ﬁn> = F(ﬁl(A)J R ﬁn—l(A)a ﬁna §(>‘)7 )‘>

como funcién de p,. Esta funcién vale 0 en A = 0, con p,, = p°. Luego
(0G /9p,)(P°) # 0; por el teorema de la funcién implicita hay una
Pn(A) de clase C! para la cual G(A,p,(\)) = 0 en una vecindad de
A =0, y tal que p,(0) = p°. Usamos p,, para definir

Por construccién, (p(A), g(A), 5\) es compatible para F, gJ.

Invertiendo el razonamiento anterior, tenemos que (p(\), g(A), A) es
compatible para el BVP para F', g.

La desigualdad
(Vo F(p°, 2% 2%, 7i(z°)) # 0.

es la condicién no-caracteristica para la condicién inicial (p°, z°, 2°)

para la BVP.

Corolario. Dada la condicién no-caracteristica, donde (p°, 2°, 2%) es
una condicién inicial compatible para el problema de Cauchy, con
2% € T. Sea (p(y),9(y),y) un triple compatible con p(z°) = p° para
y € T cerca de 2°. Sean p(s,y), z(s,y), z(s,y) las soluciones del
sistema caracteristico para F' determinadas por (p(y), g(y),y). Sean
F, P, g de clase C?. Entonces hay una vecindad de 2° en € en que la
funcién

z: I x(VNT)—Q

es 1-a-1. La funcién inversa ¢: @ — I x I' C R" es de clase C2.

Demostracién. Parametrizar I' por y = y(\), A € A. Ya cons-
truimos F', g por un cambio de variable, con el triple compatible

(BN, Fly(N), G(N).



Sea p(s,y), Z2(s,y), (s, y) las soluciones a las ecuaciones caracteristi-
cas para F(Vi(z),@(x),z) = 0 con valores iniciales (5(), §(\), A).
Entonces # = (Z1,...,%,) con Z(0,\) = (A,0) € A x {0}. Como
7% = (0,0) € I x A, las derivadas parciales de las componentes de
Z(A, s) en 0 son

(jj)Ak(Ovo) = 04k (1 <k<n-— 1)7

Tenemos
1 0 0 Fj
0 1 0 £
Jz(0,0) =
0 0 - 1 Fp,
0 0 -~ 0 K

luego det J3(0,0) = ﬁ@n # 0. Por el teorema de la funcién implicita,
Z es invertible. Falta mostrar

z(s,y(A)) = ©(Z(s, A)).
Definir a(s, \) = ¥(&(s, A), @ = (aq, ..., a,). Luego

n n

() =Y _(i)z, (@))s = Y _(i)z, Vo, F = F,, = (),

j=1 j=1

(usando las ecuaciones caracteristicas). Los valores iniciales son

@;(0,A) = ¥(2(0,A)) = 4:(N),
i (0, N) = y; (N).

Luego a coincide con x, que termina la demostraciones.

8.14. Lo anterior permite dar la solucién del BVP.
Teorema. Supdngase que (p°, 29, 2°) satisface la condicién no-caracteristi-
ca para el problema de Cauchy. La férmula u(z) = z(¢(x)) (x € Q)
que define u a lo largo de las caracteristicas con valores iniciales
u(y) = g(y) para y € I, es solucién del BVP.

Demostracién. Por construccién u satisface los valores de frontera.
Falta ver que satisface la PDE. La condicién de compatibilidad de

7



F' se traduce en la condiciéon de compatibilidad de F. Se tiene para
todo A € A. Junto con las derivadas (), (0,0) esto nos dice

(50, A) = n(A) = Pe(A) = Zﬁi(SOM\) i ke
= Zﬁi(sm)‘) (Zi)r, (1<k<n-1).

Esta es la hipétesis del teorema que dice que las ecuaciones carac-
teristicas dan una solucién a la PDE (aplicado a F' en lugar de F).
La condicién F(p°()), 2°()\), 2°(\)) = 0 es trivial. Por el teorema,
satisface F(Va(x), @(%), #) = 0, luego u satisface F(Vu(x), u(z), z) =
0.



