PDES DE 1ER ORDEN #6

ECUACIONES CUASILINEALES

6.1. Consideramos (a(u(x),x), Vu(x)) + b(u(x),z) = f(z) con b, f no

necesariamente 0. Funcién definidora:

F(v,u,x) = Zai(u,x) v; + b(u, x) — f(z)

i=1

tiene derivadas

n

Fy = Z(aj>1'i<u7x) vj + bmz(uv I) - frm(‘x)v

j=1
F, = Z(ai)u(u, x)v; + by (u, ),
i=1
F,, = a;(u,x),
y el sistema caracteristico
d!L‘Z‘
= a,,
ds
dz =
E = Z Qa; Pi,
j=1
F i D (@)ups +bu ) = (D _(@)eipj+ bay = fur | 2is
j=1 j=1
Igualando p; con v, y Y i, a;p; con f(z) — b(u, ),
dr;
dS - (2]
dz
b S 5
ds f Y
dp; - -
A D (@)uvs +bu ) = (D (a5)a 03+ by, = fr, v
=1 j=1

6.2. Ejemplo. g, + uz, = u? (Q={x: x5 > 0}).
Coeficientes a; = ay = 1, b = u?, f = 0, en lugar de ver

Fy, =F,, =0, F,=—2u, F,, =F, =1.



6.5.

se considera

el sistema caracteristico es

dQTl_dZL'Q_l

ds ds

dz 9 9
— =p1+pP2=v1 +v2=Uu" = 27,
ds

dp: dp>

— == = 2u=—2z.

ds ds Y :

Resolviendo: x1(s) = s+c1, 22(s) = s+c¢3. Luego x1 — x5 es constante
en la curvas caracteristicas z(s) = (¢q, c2) + (s, s). Ademés

—1

S+ c3

z(s) =

for a constant c3, con una constante para cada curva caracteristica.
Luego

Verificacion:

w'(xy —x9) + 1 o —w' (T — @)

(1 + w(xy — 29))?’ e (r1 + w(zy — 29))%

le -

(Se podria haber escrito u(z) = —1/(zg + w(zx; — x2)
ou(x) =2/(x1 + 22 +w(zy — 22)).)

Se puede escribir las primeras ecuaciones caracteristicas como
dx; = a; ds, luego
d!L‘i dl’j

= (= ds).

a; Q;

Ademds du =), u,, dx; = Y, uy,a;ds = (f — b)ds, luego
du  dz;
f—=0 4

Esta forma de frasear las ecuaciones presupone que las x; son funcio-
nes una de la otra.




6.4. Ejemplo. 2x%uz1 — T1ToUy, = TV u? + 1. Tenemos

dxq dxo du

2_373 I rVui+1

De la primera igualdad,

2 4 2
x x c
3 1 2 1 2 4
— T1dxy = 275dx,, 3 =3 3 co = ] + T5,
De la segunda ecuacion
dxs du
it e
T2 u? 41

—log |z2| = log(u + Vu? + 1) + log ¢,
To(u+Vu2+1) = co.

La integral general es, en forma implicita,

¢ (2} + x5, 22(u+ Vu2 + 1)) = 0.

6.5. Ejemplo. z?uu,, + z2uu,, = 1 + 5. Da
J 1 1 2 2

dry  dzs du

r?u x3u x+ 1o

Entonces
dl‘l dZL'Q 1 1 )
— = —5 — - =0, 1=
2 2 )
] x5 To T 1—cizo
Ademés
dzo du 1+ To
5 = , 5— dry = udu
r3Uu T+ X 5

9 _
ﬁd@ = /udu—i—@
xo(1 — c129)

4
x

log —g —u? = ¢y,
Ty

La integral general es, en forma implicita,



7.1.

PDES DE 1ER ORDEN #7

ECUACIONES TOTALMENTE NO-LINEALES

Dada F(v,u,x). Fijemos un punto 2° € Q y u’ € R. Definimos
d(v) = F(v,u° 2°). Si u es solucién de la PDE, los posibles valores
de Vu en 2 son soluciones de

o(v) = 0.
Entonces ¢, = F, # 0. Esto da n — 1 grados de libertad, pensamos
en v; como funciones de A\, ..., \,_1,
vi=ViA, o, M) (1<i<n),
con
d(Vi( Ay A1)y ooy V(Ao A1) = 0.

El vector unitario normal a Gru en (2° u°) apunta en la direccién

(v,—1) en R"™! donde v = Vu(z"). El hiperplano tangente a Gru es
S = (v,-1)* CR™™,
generado por n vectores
(1,0,0,...,0,01), (0,1,0,...,0,09), ..., (0,0,...,0,1,1,),

luego

n

S ={(c1, c2, ..., Cn, Zcivi): ¢; € R}

i=1

La condicién ¢(v) = 0 limita los posibles hiperplanos. Los elemen-
tos ¥ = (Y1, - -, Yn, Yns1) de S se dan por la ecuacién lineal y,, 1 =

>, U, O sea
Ynt+1 = Z Vi(AL, o Ans1) Ui
i=1
Tomar 0/0;:

"9V,
0= Ty, (1<j<n-—1).
i:la)\jy ( I=n )



luego

v o v,

: . : Y2 B 0
ovi = O0ve o OV [l f
-1 OAa o1 | \yn Yn i1

Vi Vi eV,

Sea A(A\) € R™ ™ la matriz. Si es invertible,

Y1 0 0
Ploan | Y [ m o [ ] = mamo,
Yn Yn+1 1

donde

W) = AN) 1641
Entonces los posibles elementos de S son

Yy = (yn-i-lW()‘)a yn—l—l) = yn—i—l(W(/\)v 1)

con A € R and y,,; € R.

7.2. n=2:
Vi) y1 + V(M) ya = 0,
Vid) yr + Va(A) y2 = ys.
luego
- Vs W
n = ‘/2/‘/1 _ ‘/1/‘/23/37 Yo = ‘/2/‘/1 _ ‘/1/‘/23/37
0 sea

Y1\ _ 1 |41
w) V- Vi \Vi)

lo cual confirma la ortogonalidad

Vi Vi
VaVi=ViVa" VoV = ViV

1) 1L (Wi, Va, —1).



7.5.

7.4.

7.5.

7.6.

Definicién. E C R\ {0}: to points of E:

cono(F) ={rz: z € E, r € R}.

(unién de rectas que son los generadores de cono(FE))
Un cono sobre un punto es una recta (cono degenerado).

Definicién. El cono de Monge de la PDE F(Vu,u,z) =0

en (2°,u’) € R""! es cono(E), con

E={WW), 1): xeR"},

Proposicién. Los conos de Monge de PDEs cuasilineales son degene-

rados.

Esto confirma la idea que las curvas caracteristicas de PDEs cuasili-
neales son curvas integrales de un campo vectorial.

1

Ejemplo. g, uy, = =

Ejemplo. w?(u2 +u2, +1) =1



