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PDES DE 1ER ORDEN #5

SISTEMA CARACTERISTICO

Consideremos una curva ( ( ), 2(s)) en Gr( ) C QxR C R sobre
una curva z(s) = (21(s),...,2,(s)) € Q (s € I), con

2(s) = u(x(s)) (s €l),

Para una PDE cuasilineal Y " | a;(u(x), ) ug, (z) + b(u(z),z) = 0,
tenemos un campo vectorial (a, b):

(a7 b)<x>$n+1) = (a<xn+1ax>7 b(xn+17$)) (33 € Q> Tp1 € R)'

Proposicién. u es solucion de la PDE cuasilineal si y sélo si Gru es

una superficie integral de (a,b).

Gru es unién de curvas integrales de (a, b).

Sea p(s) = Vu(z(s)), p = (p1, .-, Pn),

Teorema. Sea u solucién de F(u,v,x) = 0). Sea x: I — ) de clase

C*. Supéngase que

del‘
ds

O sea, dz;(s)/ds = F,,(Vu(z(s)), u(z(s), z(s)) (x € I). Entonces se

tiene

=F, (1<i<n).

n

d
d_z:ZFviph

=1
dp;
Do Fpi—F, (1<i<n) (s€l).

ds

El sistema caracteristico de la PDE,;

xs:Vva 23:<VUF, p>7 ps:_Fup_vxF~



x(s) es curva caracteristica base, (x(s), z(s) es curva caracteristica.

Por los resultados de sistemas de ODEs, existe una soluctién con
datos iniciales prescritos.

5.4. Ejemplo. Sistema caracteristico de
uil — (21 + 1)Uy, = 21200 + 11 — 279.
Aqui
F(vi,v9,u,21,71) = 03 — (21 + 1)%vy — 2120u — 21 + 225

con

F, =3, F,,=—(r;+1)%

F, = —x119,

Fo,=—-2(x1+1)vy —xu—1, F,, =—ru+2.

El sistema caracteristico es

dxq 5 dxy 2
Mg T2 (41
dz
T = 3p; — (21 + 1)°pa,
d d
% = 2129 p1 + 2(21 + 1)p1 + (222 + 1), % = 1172 Py + (712 — 2).

5.5. Ejemplo. cos(ug, — x3) +sin(ug, — 1) =0,
F(vy,v9,u,x1,x9) = cos(v; — x) + sin(vy — x1).

WL sin(py—a2), 2 = cos(py — m1)
ds sm(py — T2), s = COS(\p2 — X1,
dz )

Is = —(sin(p1 — x2)) p1 + (cos(p2 — 21)) po,
W1 cos(py— 1), 22 = —sinpy — a2).
ds " ds

5.6. Ejemplo. PDE dependiente del tiempo: u; = tx3u,, — r3u,,. En lugar
de x(s) es (z1(s), xa(s), t(s)).
F(v1,02, 0,0, 1, 02, 1) = vy — ta5 vy + 23 va.
F, = —tz5, F,=1}, F,=1,
F,=0

2
Fy =2xvy, F,, = —2twovy, F, = —x50;.



5.7.

5.8.

El sistema caracteristico es

dl’l 2 d.IQ 2 dt
— = —tx — =z — =1
ds 2 s b ds ’
G py 4+ py
— = iz x ,
ds 2 P1 1 P2 Dt
dp; dps dpy 2
— = 2z — =2tz — =z
ds 1P2, ds 2P1, ds 2 P1,

Teorema. Dado un difeomorfismo ¢: Q — I x A (A C R"1), definase
z: I x A — R" por z(s,\) = ¢~ !(s, ). Supéngase que hay funciones
z: IXA — R, p: IxA — R" tales que para cada A € A),, las funciones
xi(,\), z(+, A), pi(+, ) satisfacen las ecuaciones caracteristicas de la
PDE F'. Supdngase ademas que para algun sg € 1,

2 (80, A) = Z pi(s0, A) (i) a (50, A),

para cada A € A, donde 2°(\) = x(s0, ), 2°(\) = 2(s0, \), P°(\) =
p(s0, A). Entonces la funcién

u(r) = z(¢(x) (z€Q)

es soluctione de la PDE F(v,u,z) = 0.

PDEs lineales sencillas: Ejemplos con b(z) =0 f(x) =0,
Fv,u,z) =>0 ai(z)v;,

(a(x), Vu(x)) = 0.

Asi F,, =a;, F,=0, F,, = Z?:1(ai)m]- v;. Sistema caracteristico:

c;:zi =a;(z(s)) (1<i<n),
% = ;axx(s»ms),
Cfiil - < j:1(az)xj($(5))> pi(s) (1<i<n)



Para PDEs de esta forma, cada solucion es constante a lo largo de
cada curva caracteristica.

5.9. Ejemplo. zou,, — x1u,, =0, tiene a; = 9, as = —x;.

dxq dxs
T = (s, SEs) = (o)

Para resolver: multiplicar por x1(s) é xa(s):

dxq dxo
T1— =T 1Ty = —Ty——.
Yds 2 > ds
Integrar:
g e
2 2 2

luego 2% + x5 = 2. Las curvas caracteristicas con curvas de nivel.
Sea x1(s) > 0, zo(s) > 0. Luego xixs > 0, luego x1dxy/ds > 0,
Todxy/ds > 0, luego dxy/ds > 0, dxy/ds < 0. Conclusion: las curvas
caracteristicas son circunferencias trazadas en el sentido horario.
Como z(s) is constant tenemos u(zy, r9) = w(x? 4+ 23) con w € C*,

El tercer grupo de ecuaciones caracteristicas:

(CLl)ml - 07 (CLl)zg - 17
(&2)331 = _17 (aZ)xQ = 07

dpy

ds (Op1 + (=1)p2) = p2,
dps

_ = — 1 = —

ds (1p1 + Opy) D1,

luego p? + p3 es constante.

5.10. Ejemplo. xju,, — xou,, = 0, with a; = x1, as = —x9, (77)—(?7) are
dx dx

d_;(5> = 11(s), d_32<8) = —13(s),

dz

Z(s) =0

() =0,

W) = mals). () = ol



z1(s) = c1€%, xa(s) = cpe™®, . 129 = ¢ Como z(s) es constante,
uw(zy, o) = w(z122).

where w is a C'-function.

5.11. Proposicién. Supdngase que el sistema x(s) = a;(z(s)) es equivalente
ad(xy, ..., x,) =0 (¢: R* = R). Sea u(x) = w(¢(x)). Entonces u
es solucién de la PDE (a,z) +b = 0.

5.12. ejem (xy + 2x9)uy, — TauU,, = 0. Sistema caracteristico:

dQ?l dl‘g

_— = 2 —_— = —

ds €1 + T, ds T,
dz

_— = 0

ds ’

dp, dps

s D1, s D1+ P2

Pensar en x; como funcion de x5 a lo largo de una curva caracteristica:

d.fl’)l 1 9
- = ——XI1 — 4.
dxz To !

Resolver la ODE por variacién de parametros:

1
T = —<C—2/x2dx2> =< — X9,
X9 o)

2
T1T92 + Ty = C,

La integral general es u(xy, z3) = w(z17s + 23).

5.13. Ejemplo. zyu,, + xouy, + x3u,, = 0.

dl’l dm2 dlEg

%(5) = z1(s), E(S) = x(s), E(S) = z3(s),
dz
E(S) = 07
P o) = —pa(s), L2(s) = —pats), L2(s) = —pals).
De esto

d.Tl dﬂ?g d&?g

15 X2 X3



0.1.

0.2.

6.5.

a lo largo de las caracteristics, luego

i) xT3

— =C, — = Cy,
T T
y la integral general es
Ty T3
u(zy, xe,x3) = w| —, — ).
1 I

PDES DE 1ER ORDEN #6

PDES LINEALES

La PDE lineal general es

F(v,u,x) Z:aZ Jui +b(z)u— f(x).

Todavia conviene ver unas clases especiales.
Ejemplo. n = 2:

a1y, (1, 22) + bu(xy, x0) = f(21, 22).

ay, b constantes, a; # 0, b # 0. Para cada x, fijo es una ODE lineal
en x1, que se resuelve con un factor integrante: multiplicar

b 1
Uy, + —u=—Ff
a1 ay

por M('xl) — e(b/al)ml

dividir por pu:

: (pu),, = — fu, integrar con respecto a xj y
ay

1
w(z1, 2) = P /f(sa T9) e/ g 4 ap(zy) e~ b/a)m
1

Ejemplo. Un poco mas general:

a1 Uy, (T1, T2) + A2 Ugy (T1, T2) + bDu(z1, 22) = f(21, T2),



con ademas as # 0. Ya no es ODE. Introducir
T = ApT1 — 179, Ty = Ty,
(invertible, con inversa x; = (1/a2)(Z1 + a1%2), 2 = T3). Definir
ﬁ(fl, %2) = u(xl, ZL‘Q).
Por la regla de la cadena
AUy, + AUy, = Q1 ﬂzl (51, fz) + a9 612 (51, gg) = agﬂgl,

O sea

~ ~ 1 - o~
a2 Uz, + bu = W (a—(fﬁl + (111,‘2), 23’2),
2

luego resolver como el ejemplo anterior.

6.4. Ahora la PDE lineal general (a(x), Vu(z)) + b(z)u(z) = f(x).

F(vi,...,op,u,21,...,2,) = zn:ai(:c)vi +b(x)u — f(x).

Tenemos
F,(r) = ai(z),
F,(x) =b(x),
i=1 j=1 j=1
y el sistema caracteristico
dl’i —
ds - 9
dz -
ds Z @i,
i=1
L S ey (@) = D b (@t fule) = D
=1 j=1 j=1 i=1

6.5. Trabajamos en R™"! con una variable nueva x,,, = .
Supongamos que u esta definida en forma implicita por

oz, u(x)) = ¢z, 22, .. ., Tpy w(xy,. .., 2,)) =0,



0.0.

€N, ¢: QxR — R de clase C. Necesitamos

Dy ir (7, Tny1) # 0,

para que se defina u por el teorema de la funcién implicita
(localmente).

Teorema. Dadas ay,...,a,,b, f en Q C R™ péngase

an1 () = f(x) = b(x)u(w).

for x € Q. Considerar a las a; (i < 1 < n) como funciones en 2 x R
que no dependen de la tltima variable: a;(x, z,,41) = a;(x). Sea ¢ una
solucion de la PDE

n+1

Z al(m)gbﬂfz(mv xn—}—l) =0

i=1

en (IxR. Supdéngase que ¢y, ., (¢, 1) # 0y que u satisface p(x, u(x)) =

0. Entonces u es una solucién de la PDE lineal 1 (a(x), Vu(z)) +

b(z)u(z) = f(x).
Ya vimos como resolver la PDE del teorema.

Corolario. Las ecuaciones caracteristicas para x(s) y z(s) son con-
juntamente equivalentes a

dl’i .
7 (s) =a;(z(s)) (1 =1,2,...,n),

% () = b )2(5) + )

(Estas ecuaciones no contienen p;(s).)

Ejemplo. x5 u,, + 21 u,, = 1 — x2. Usamos el corolario,

dxq dxs
ds = Tz, s =T,
dz
% =1 — T3g.
de las dos primeras, 22 — 22 = ¢;. La suma de las tres ecuaciones da
dz dxi dxo
—(+21—29) = — +— — — =0,
ds( ! 2) ds ds ds



luego z+x1 —x9 = ¢o. Por lo tanto u(x(s))+x1(s) —xz2(s) es constante
a lo largo de las curvas caracteristicas. La solucion es

w(z? — x%, u(z) +x —x9) =0,



