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PDES DE 1ER ORDEN #3

SOLUCIONES COMPLETAS

Definicién. Q C R™, II € R™, m < n. Una soluciéon parametrizada de

F(Vu,u,z) =0 con pardmetros en I es una funcién u € C*(2 x II)
tal que para p = (p1,...,pm) € II fijo, la funcién u(-, p) es solucion.

Podria definirse en forma implicita, ®(u,x,p) = 0 con
®: R x Q xII. Para z € Q, p € 1T, ®(u(z,p), z,p) = 0.

Ejemplo. ((ug,)? — 2u)? = (ug,)?,

1 4
u(z,p) = 5(951 +p)* + 2—7(902 +p2)?  ((x,p) € R* x R?)

: 2 2 _
Ejemplo. wui, +u;, = u,

1
5 (tpnps (0p) € B XRY)
1

u(z,p) = m

Una parametrizacién no es muy buena si no es 1-a-1 (por lo menos
localmente).

Definicién. Sea u(x,p) solucién parametrizada de F(Vu,u,z) = 0.
Se dice que u(z, p) depende de menos de n pardmetros cuando existe

una solucién parametrizada v(zx,q), ¢ € II € R*!, y una funcién
2 IT — 11 de clase C* tales que

v(z,¢(p)) = u(z,p) (p 1)

Cuando no existen tales v, 1, se dice que u(z,p) depende de forma
esencial de n parametros.
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3.5.

3.6.
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Q C R, u(z,p) € C*(Q x II) una solucién parametrizada.

La matriz Vz«,pu de derivadas x- y p-mixtas de u(z,p) se forma de
Upz, (1 <7<, 1< <n):

% 0u 0%u
Opr  Op10xy OpL0z,,
@ 0u 9%u
Opx Ops0 Ops0is
(vpu(l‘7p)avi7pu(ﬂ7,p)) = P2 P20 pQ‘ T
@ 0u 0%u

Definicién. Una solucién parametrizada u(z, p) se dice una integral completa
de la PDE cuando rango(Vpu, V;pu) =n para cada x € (2, p € IL.

Teorema. Sea u(x,p) una integral completa de F(Vu,u,z) = 0 en
QxII. Entonces u(x, p) depende de forma esencial de los n pardmetros

Piy---yPn-
Ejemplo. u = u(z,p) = p1z1 + pexs es integral completa de
LUy, + TolUg, = U.
Ejemplo. w(z,p) = (x,p) + f(p) es integral completa de la ecuacién
de Clairaut (x, Vu) + f(Vu) =u (2 =R" =1I).

Ejemplo. wu(x,t,p,q) = (p,z) + ¢ — tf(p) es integral completa de la

0
ecuacién de Hamilton-Jacobi — + f(Vu) =0.

ot
Ejemplo. (um)2 + (ux2)2 = 1. Cuando p? + p2 = 1, la funcién

U(l',p) = U(.Tl, x27p17p27p3) = P11 +p25€2 +p3

es solucion. Pero no es familia parametrizada buena por que py, po
no son independientes: u(z,p) = p1z1 + (1 — (p1)?)"?25 + p2, 0 mejor

U(%P) = U($17$2;p1ap2) = (COSpl)xl + (sinp1)ze + po. =,
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que es integral completa.

Ejemplo. Solucién mediante cambio de variable.

2 2 2.2 _ 2
TiU, —i—:L'QuI2 =1U

en Q= {z: x; >0, 3 > 0}. Se reescribe.

2 2
(ﬂ um) + (ﬁ um) =1.
U U

Definimos

Xi = IOg.%z (Z = 1,2),
U(X1, Xs) = logu(zy, x2).

Entonces

dX; 1 dU d logu( — 1 |
de; x; dX; dX; 0gu(r1,T2) = | ~la; | Ti

Luego dx;/dX; = z;,

dU \ 2 dU \?
a AN _iona.
<Xm> +(dX2) on

Por un ejemplo anterior, conocemos una integral completa
U(X1, X2, p1,p2) = (cosp1) X1 + (sinp1) Xz + pa.

Entonces logu = (cos py) logzy + (sinpy) log 22 + po,

__ _p2,.cosp1 sinpy
u(x1, T2, p1, p2) = eP2wy My

Pongamos ¢ = cospy, s = sin py,

C,.S C,.S
Vou = (e”?(—slogzy + clog xq)x{xs, eP?aixy),

_ p2 ,.c—1, .5 p2,.c,.s—1
Vou = (ce”xi ' as, sePazy ).

Como u(zx) # 0,

2 log z2—cs —
—slogxy + clogxy, S-gE=—c2cetizs ¢
Vou, V2 u) = " "
rango(Vu, V; u) = rango
1 < <
T T

= 2.
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Una forma mas sencilla de verificar el rango de la matriz de derivadas
mixtas, cuando se cambia de variable.

Teorema. Sea u(z,p) integral completa de F(Vu,u,z) = 0. Con-

sidérense nuevas variables X; = ¢;(x;) con 1, ..., p, funciones C*.
Sea U(X,p) = f(u(x,p)) con X = (Xyq,...,X,), con f una funcién
C'! invertible. Supéngase que la PDE se transforma en

G(VU,U,X) = 0.

Entonces U(X,p) es integral completa de G(VU, U, X) = 0.

Ejemplo. PDE zyu + wou?, = u® (enQ = {z: 2y > 0, x, > 0}.

Se reescribe como

(\/% uIl)Q + (% ux2>2 =1.

Poner
X; =227 (i—1,2), U=—2u"?

lo cual da

X, 1 dU 1

dr;  zi  du o P

y la PDE se convierte en

(=) + (&) -v

Sabemos de la integral completa

U(Xb X2,]91,P2) = (COSpl)Xl + (Sinpl)X2 + P2,

luego

—2\? 4
u= )~ 1/2 . 172 .
(2(cospy)zy’” + 2(sinpy)xy’” + po)

por el Teorema, u(zy, xq, p1,p2) es integral completa.



