
PDES DE 1ER ORDEN #2

Definición de PDE

2.1. Una función definidora para una PDE es

F : Rn × R× Ω → R
F (v, u, x) = F (v1, . . . , vn, u, x1, . . . , xn).

con Ω ⊆ Rn.

Definición. La PDE asociada a F es

F (∇u(x), u(x), x) = 0.

y una solución es una función u : Ω → R de clase C1 tal que esto se
tiene para cada x ∈ Ω.

Supondremos que F es de clase C1 y también ∇vF ̸= 0, that is,

(Fv1 , Fv2 , . . . , Fvn) ̸= (0, 0, . . . , 0),

para cada (v, u, x) ∈ Rn × R× Ω.

2.2. Ejemplo. x2ux1(x)− x1ux2(x) = 0, Ω = R2.

Función definidora:

F (v1, v2, u, x1, x2) = x2v1 − x1v2.

Sea w ∈ C1(R), y u(x) = w(x2
1 + x2

2) (x = (x1, x2) ∈ R2).

2.3. Ejemplo. Ecuacion de Clairaut: ⟨x,∇u⟩+f(∇u) = u, con f : Rn → R
de clase C1. Sea

u(x) =
n∑

i=1

xi + f(1, . . . , 1).

Ejemplo. Ecuación eikonal: |∇u| = 1.
Sea a ∈ Rn, |a| = 1. Sea u(x) = ⟨a, x⟩.
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2.4. No se puede siempre tomar Ω = Rn. La función u(x) = x2
1 + x2

2 es
solución de x2ux1(x) − x1ux2(x) = 0 para todo (x1, x2) ∈ R2, pero
u(x) = (x2

1 + x2
2)

1/2 es solución sólo en Ω = R2 − {(0, 0)}.

2.5. Definición. F (u, v, x) = 0 es lineal cuando

F (v, u, x) =
n∑

i=1

ai(x)vi + b(x)u− f(x).

o sea

F (∇u, u, x) =
n∑

i=1

ai(x)uxi
+ b(x)u− f(x).

Aśı

n∑
i=1

ai(x)uxi
(x) + b(x)u(x) = f(x) (x ∈ Ω).

Cuando el término no-homogéneo f es idénticamente cero, la PDE es
homogénea. Cuando ai(x) and b(x) son constantes, es la PDE es “de
coeficientes constantes”.

2.6. Un PDE nolineal es semilineal cuando

n∑
i=1

ai(x)uxi
+ b(u, x) = f(x),

o sea a : Ω → R and b : Ω× R → R. Es cuasilineal cuando
n∑

i=1

ai(u, x)uxi
+ b(u, x) = f(x),

lineal ⊂ estrictamente semilineal ⊂ estrictamente cuasilineal ⊂ totalmente nolineal.

2.7. ¿homogénea o no homogénea?

1. x1ux1 − ux2 = 0,
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2. ux1 − 2ux2 + 3ux3 = x1 + x2,

3. (x2
1 + x2

2 + 1)ux1 − x3ux2 + ux3 = 1,

4. ux1 − ux2 + ux3 + ux4 = 0,

5. 2ux1 − 3ux2 + x3ux3 = x1.

2.8. ¿Lineal or no lineal?

1. (ux1)
2 + ux2 + ux3 = 0,

2. 1/(1 + (ux1)
2) + (ux2)

2 − ux3 = u2 + x2 + x3,

3. ux1 + 2x1ux2 + 2x2ux3 = u+ sinx1,

4. −ux1ux2 + ux3 = u,

5. sin(x1 + 1)ux2 − ux1 = cosx2.

2.9. ¿Cuasilineal or semilineal?

1. x4
1ux1 + ux2 + uux3 = u2 − 1,

2. x1uux1 + uux2 + ux3 + 2x2ux4 =
√
1 + u2,

3. ux1 + ux2 + ux3 = u4,

4. (x1 + 1)ux1 + (x1x2x3 − 1)ux2 + x3
2uux3 = 0,

5. ux1 − 2x2
2ux2 = sinu.

2.10. PDE dependiente del tiempo. Función definidora R× Ω× I → R,

F (∇xu(x, t), ut(x, t), u(x), x, t) = 0.

o sea

F
(
ux1(x, t), . . . , uxn(x, t), ut(x, t), u(x, t), (x1, . . . , xn), t

)
= 0.
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2.11. Ejemplo. Ecuación de Hamilton-Jacobi:
∂u

∂t
+ f(∇u) = 0.

Sea u ∈ C1(Rn × R),

u(x, t) = ⟨(1, . . . , 1), x⟩ − tf(1, . . . , 1)

2.12. Ejemplo. Ecuación del transporte: ut + ⟨c,∇u⟩ = 0, con
c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn.

Sea u ∈ C1(Rn × R), u(x, t) =
n∑

i=1

wi(xi − cit).

2.13. Ejemplo. Ecuación inv́ıscida de Burger: ut + uux1 = 0,
((x1, t) ∈ R× (0,∞)).
Sea w ∈ C1(R), w′ > 0.
Sea u(x1, t) = w(x1 − tu(x1, t))
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