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PDES DE 1ER ORDEN #£1

REPASO DE CALCULO

Espacio euclidiano
R*=Rx---xR={(z1, ..., x): z; eR (1 <j<n)}.

con producto escalar (z,y) = >0, v;y; y métrica d(z,y) = ||z — y|
y la topologia correspondiente.

Funciones lineales

TA({E) = Ax =
Qp1 = Qpm Tm
Ta(x +y) = Ta(x) + Taly), Ta(axr) = aTa(x). W T or A es de

rango mdzimo cuando el rango es min(m,n). Cuando n = m, A es
de rango maximo si y solo si Ty : R" — R" es invertible.

C"(€2) = espacio lineal sobre R de funciones r-veces diferenciables en
(). Notacion para derivadas parciales

Ju(x)
U (%) = O
j
_ lim w(xy, To, ..., Tj+0, .., xy) —u(Ty, T2 ..., T, ..
0—0 )

Cuando hay variables x, v,

du(z,y)
Oy u)(z,y) = 2,
@ 0)ay) = 25
Cuando sélo hay (z1,...,x,), escribimos

Oju(r) = Uy, (z).
Gradiente = lista de derivadas parciales

V =grad = (01,...,0n)
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con Vu(z) € R" para u € CY(Q), v € Q. Para funciones de mds

vectores: V,u(z,y).

V:C'(Q) — C%(Q, RY)

Laplaciano: Au(x) = (V- V)u(z) = 2?21 8231;(;)‘

Regla de la cadena para (uov)(y) = u(v(y)) (con u(x) € R):

UOU

y) = Z(f:( o)) 92

GU]
0y,

Z“% o) (Vi)

(y

)-

(wov), = Z(ugc 0 v) (vj)y
j=1
Con u(x) = (u1(x), ..., uy(zr)) € R™
0 B "L Oug ov;
(ayi(uov))k = ((axj)ov) 5
Jj=1 ¢
Matriz jacobiana de u: R™ — RP,
8u1
8—%(1’)
0(u Up) ou Ous (7)
1, - s Up o _k _ —~
Julw) = O(x1,...,xp,) (x) = ((%j (:v))k] 8951:
Ouy,
a—ajl(iﬂ)

Ju(l’) € Rpxn, J(uov)

= (Juov)(Jy).

6U1
81‘2
8u2

Ers

8up'
8332

7—(2)

ouy
ox,,
Ouy
ox,,

8up'
ox,,
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Curva en R", z: I — R", x(s) = (z1(5), ..., zu(s)) (51 < s < $9).
Si z es C, su vector tangente en z(s) es

dr, . dxi(s) dz,(s)
5(3)—( Te 0 T ).

Gréafica de una funcién de n variables u: @ — R (2 C R"):

Gr(u) ={(z,y) e R"" xR: z€Q, y=u(x)}
={(z,u(z)): =€ Q}. (1)

Curva dentro de una grafica:

(x,u(z(s)) = (x1(8), ..., xn(8), w(z1(8), ..., 2a(s)))
tiene vector tangente

dx dz

Espacio tangente a la gréfica (hiperplano tangente): {vectores tan-
gentes a curvas en la gréafica}. El vector (Vu, —1) € R"*! es perpen-
dicular al espacio tangente:

((Vu,—1), (Z—asj, (Vu, Z—i))) = 0.

luego el hiperplano tangente es (Vu,—1)*. Ecuacién en (22,29, )
(con a8, — ua®):

(Vu(2?), ©— 2% =211 — 2.

Dada G(z,y), en lugar de escribir formalmente
G (x) = u(z,y), YG(y) = ulz,y),
se puede escribir G(-,y) = GW), g(x, ) = @G, o sea
G y)le = Gla,y) = Glz, )y,
Cuando

G(x,g(x)) =0
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decimos que g esta definida implicitamente por esta relacién.

Teorema. (de la funcion inversa) Sean a € R™, b € R?, y G: B — RP

de clase C! en la bola B = B((a,b), R) centrada en (a,b) € R™P.
Supongamos que G(a,b) = 0y que Jg(,,)(b) es invertible (i.e. de
rango p). Entonces existe un abierto U C R™ con a € U un abierto
VCRPconbeVyunag: U— V con g(a) =b tales que para cada
x € U se tiene (z,¢9(z)) € By G(x,g(x)) = 0.
Ademas g = (g1,...,9p) es de clase C' en U y

(gmz) = ((gl>ri7 SR (gp>rz) (l = 17 s ’m)a

en £ = a son las columnas de

Jy(a) = = (Jay )™ Joes (a,b).

Para funciones de varias variables, fijando x;, ponemos
=~ n—1
$i:(£U1,--~,$i—1,$¢+1,-.-,$n)GR .

Tenemos una funcién implicita de n — 1 variables:
dado 7;, sea X;(Z;) € R el valor de z; para el cual G(x) es cero:

G($1, sy L1, Xz(@)a Litly -+ wn) = 0.

Cuando G,,(z) # 0, el teorema de la funcién implicita (con z;, Z; en

los papeles de %) dice que X; existe localmente cerca de un z° con

G(2°) = 0.

Una ODE se define para una f: Q@ x I — R, u: I — R" es una
solucién de u'(s) = f(u(s),s) en I cuando u es diferenciable y para
todo s € I tanto u(s) € Qy se tiene v'(s) = f(u(s), s).

Dice que cada vector tangente a lo largo de la curva u es igual al
valor de f en el punto correspondiente de Gru. (Realmente en (z, s)

donde (s,z) € Gr(u).)

Sea f = (f1, -, fu),u=(u1,...,uy),con f;: AxI — Randu;: [ —
R (i =1,...,n). Entonces (u1,...,u,) es solucion si y solo si

1. cada u; es diferenciable en I,

4
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2. (ur(s),...,up(s)) € Qcuando s € I 'y
3. paracadat=1,...,nytel,

dui
ds

(S) = fZ( (u1(8)7"'7un(8))7 S)‘

Asi la ecuacién vectorial u'(s) = f(u(s), s) es equivalente al sistema

':fi(s’uh”"Un) (Z:]_,,n)

ds

Teorema. (Existencia para ODEs) Sea f = (f1,..., fn) continua en
2 x I, y existen derivadas parciales continuas (0/0x;)fi(z,s) (j =
1,...,n). Entonces para cada u’ € Q y sq € I, existe € > 0 para cual
el sistema

du
o= flug, ... up,s)
tiene una solucion u(s) = (uy(s), ..., u,(s)) que satisface la condicion

inicial u(sg) = u” para todo s € I con |s — so| < €. Si dos soluciones
coinciden en un valor s = s, entonces coinciden para todo s.



