FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS
Lista 2

(Solucién)

1.

2.

3.

Sean u,v € R™ = Cl*(n) vectores. Sea u L v. Demostrar que las reflecciones
Refl, y Refl, conmutan.

Solucién. Por hipétesis 0 = u - v = (1/2)(uv + vw), luego uv = —vw. Por lo tanto
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Asi Refl, Refl, = Refl,, Refl,,.

(i) Se define Spin(n) = {vivy---va: v; € Cl'(n), |vj| = 1} (productos
de un ndimero par de vectores unitarios, incluyendo el producto vacio eg).
Demostrar que Spin(n) es un grupo con respecto a la multiplicacion.

(ii) Para s € Spin(n) definase la funcién hg por hs(x) = Srs para x € R" =
C¢'(n). Demostrar que hy(z) € R™ y que h, € SO(n). Demostrar que la
funcién s — hg es un homomorfismo de grupos: Spin(n) — SO(n).

Solucién. (i) El producto de dos productos de un niimero par de vectores unitarios
es otro tal producto, luego Spin(n) es cerrado bajo multiplicacién dentro del grupo
multiplicativo C¢(n) (es decir, haciendo caso omiso de la adicién en el algebra de
Clifford). Contiene la identidad ey. Cada vector unitario v tiene una inversa T = —v,
luego cada producto de vectores unitarios también tiene una inverso. De esto se
sigue que Spin(n) es un subgrupo.

(ii) Tazv = —vav/|v]?> = —Refl,z € R™ para v € Cl*(n), = € R", y la operacién
— Refl, es un elemento de O(n). luego la operacién hs para s = vivg -« - Vg €s
una composicién de un niimero par de elementos de O(n), es decir, un elemento de
SO(n). Ademas,

luego s +— hs es un antihomomorfismo (no precisamente un homomorfismo).

Calcular todos los polinomios de Fueter de grados 1 y 2 (en términos de las
variables de Fueter, ademas en términos de la variable x.



Solucién. Los polinomios de Fueter de grado 1 son las variables de Fueter
Ps(x) =z =z —woe; (1 <i<n).

Los polinomios de Fueter de grado 2 son los productos simetrizados de dos variables
de Fueter, que tienen forma diferente segiin las variables sean iguales o no:

1 .
Pog,(x) = 5(23 +27) = 2f = (wi — woes)” = (47 — af) — 2womie; (1< i <)
1 1
Ps,15, (@) = 5(21‘2]‘ +2;2) = 5((xi—xgei)(a:j —zoe;) + (z; — woe;) (z; — woe;)) =

= .Z‘Z'J:’j - xoxjei — iCo.%'iej (’L 75 ])

Demostrar que las potencias (zj)™ de las variables de Fueter z, = xp — zoey
en Cl(n) son monogénicos por la izquierda y por la derecha.

Solucién. Para m = 0 es trivial, y para m = 1 es bien conocido, o sea

8(.%‘k - .%'()ek) = 8xk — (axo)ek = €k — (1)€k = 0.
Supongamos que (z;)™ ! es monogénico por la izquierda. Notamos que ez, = zer
como consequencia de epzy, = Trey, ex(Toer) = (xoex)ex. Por lo tanto, epz)t =
z"ey,. Por eso,

O(zp)™ = 0((zr—zoer) 2" 1) = O(ap2" 1 —(zoer) 28 1) = O(ap 2" 1) —0(zoer 1)

= O(zp2" ) — O(woerzt ) = B2 Y) — O(wo2"Ley).

Notamos también que la regla de Leibniz O(fg) = (0f)g + f(9g) es vélida cuando
f es escalar. Entonces por la hipdtesis inductiva,

0(zp)™ = ((Ozp)2" 1 + 2(02571)) — ((Ox0) 2" ter, + 20(92")ex))

= (Ozp) 2" — (Do) 2 ey = e 2F 7L — eg2Fley = 0.

Por lo tanto (z)™ es monogénico por la izquierda. La demostracién por la derecha
es similar.

Demostracion alterna: Se sabe que los polinomios de Fueter P;: son monogénicos, y
las potencias de las variables de Fueter son el caso particular &k = (0,...,0,m,0,...).

Demostrar que los valores que toman los polinomios de Fueter son paravec-
tores.

Solucién. El escalar Pg(z) = 1y las variables de Fueter Py son paravectores. Sea
J

|E| > 2 supongamos que la afirmacién es valida para polinomios de Fueter de grado
|k| — 1. Escribimos

Pr(x) = Z pa(x)ea
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6.

en forma estandar con polinomios homogéneos p4 () € R de grado |k|. Considere-
mos cualquier A con |A| > 2, y un término general a;z7 en pa(z), con la notacién
7= (Jo,---,jn)- Recordemos la férmula a%iPE = kiPr_;, (1<i<n).Sii>1les
tal que j; # 0, entonces kipi?—&-(:c) contiene el monomio kiajle‘sieA contrario a
la hipétesis de induccién. Por lo tanto, no hay tal 4, es decir, 7= (|k/,0,...,0), lo
cual dice que P(z) es igual a

K|

azTy ea.

Todos los términos en Pj(z) con |A| > 2 son de esta forma, los cuales juntamos
para escribir

Pi() +sz 2)e; + g (+)
con g € Cl(n) sin parte paravectorial, es decir [g]o = [g1] = 0. Entonces

Py (x) = Oopo(x +Zaopz €z+|k"ff|k| 'q,

9jPr(x) = Ojpo(z) + Zajpl ei (1<i<n),
Sumando, tenemos

0 = 0Pg(z) = Opo(x) + 281% z)e; + \k|x|k| 0.

Por lo tanto la parte antiparavectorial ]lg]a:gg'_lq es cero, luego por () Pr(r) es
paravector.

Consideremos el seudovector basico a = e; - - - e, € Cl(n), asi a® = ey donde
7 = #+1 es un signo que depende de n, es decir 7a® = 1.

(i) Demostrar que ae;a = (—1)""'7e; parai > 1.

(ii) Supongamos que n es par. Sea f(x) un paravector en C¢(n) (con x en un
dominio en R™*!). Demostrar que afa = 7f.

(iii) También con n par, demostrar que ada = 70.

(iv) Supongamos n par y f diferenciable, valuada en paravectores. Demostrar
que f es monogénica por la izquierda si y sélo si f es monogénica por la
derecha.

Solucién. (i) eja = e;(e1---e,) = (=1)" ey ---en)e; = (—1)"lae; pues se ha
hecho transposicién de e; con las n — 1 unidades con subindice distintos de i. Por
lo tanto ae;a = a(—1)""lae; = (—1)"ta2e; = (—1)""re;.

(i) afa = afoa+ Y5 alfiei)a = foa® + Y51 fi(=1)""laeia
=T7fo+(=1)""r 2121 fiei =71(fo— 2121 fiei) = 7f puesto que (=1)" " = —1.
(iii) Mismo calculo simbdlico con 0; en lugar de f;.

(iv) adfa = 7(ada)(afa) = 7(70)(rf) = 70f. Como a es invertible, tenemos
0f =0 < 0f =0 < f0 =0 lo cual se tenfa que demostrar.



