
FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS
Lista 2

(Solución)

1. Sean u, v ∈ Rn = Cℓ1(n) vectores. Sea u ⊥ v. Demostrar que las reflecciones
Reflu y Reflv conmutan.

Solución. Por hipótesis 0 = u · v = (1/2)(uv + vw), luego uv = −vw. Por lo tanto

Reflv Refluw = Reflv

(
uwu

|u2|

)
=

v
(
uwu
|u2|

)
v

|v|2
=

vuwuv

|u|2|v|2

=
(−uv)w(−vu)

|u|2|v|2
= RefluReflv w.

Aśı Reflv Reflu = RefluReflv.

2. (i) Se define Spin(n) = {v1v2 · · · v2k : vj ∈ Cℓ1(n), |vj| = 1} (productos
de un número par de vectores unitarios, incluyendo el producto vaćıo e0).
Demostrar que Spin(n) es un grupo con respecto a la multiplicación.
(ii) Para s ∈ Spin(n) def́ınase la función hs por hs(x) = sxs para x ∈ Rn =
Cℓ1(n). Demostrar que hs(x) ∈ Rn y que hs ∈ SO(n). Demostrar que la
función s 7→ hs es un homomorfismo de grupos: Spin(n) → SO(n).

Solución. (i) El producto de dos productos de un número par de vectores unitarios
es otro tal producto, luego Spin(n) es cerrado bajo multiplicación dentro del grupo
multiplicativo Cℓ(n) (es decir, haciendo caso omiso de la adición en el álgebra de
Clifford). Contiene la identidad e0. Cada vector unitario v tiene una inversa v = −v,
luego cada producto de vectores unitarios también tiene una inverso. De esto se
sigue que Spin(n) es un subgrupo.
(ii) vxv = −vxv/|v|2 = −Reflv x ∈ Rn para v ∈ Cℓ1(n), x ∈ Rn, y la operación
−Reflv es un elemento de O(n). luego la operación hs para s = v1v2 · · · v2k es
una composición de un número par de elementos de O(n), es decir, un elemento de
SO(n). Además,

hs′s(x) = s′s x s′s = s(s′xs′)s = hs ◦ hs′(x),

luego s 7→ hs es un antihomomorfismo (no precisamente un homomorfismo).

3. Calcular todos los polinomios de Fueter de grados 1 y 2 (en términos de las
variables de Fueter, además en términos de la variable x.



Solución. Los polinomios de Fueter de grado 1 son las variables de Fueter

P
δ⃗i
(x) = zi = xi − x0ei (1 ≤ i ≤ n).

Los polinomios de Fueter de grado 2 son los productos simetrizados de dos variables
de Fueter, que tienen forma diferente según las variables sean iguales o no:

P
2δ⃗i

(x) =
1

2!
(z2i + z2i ) = z2i = (xi − x0ei)

2 = (x2i − x20)− 2x0xiei (1 ≤ i ≤ n);

P
δ⃗i+δ⃗j

(x) =
1

2!
(zizj+zjzi) =

1

2

(
(xi−x0ei)(xj−x0ej)+(xj−x0ej)(xi−x0ei)

)
=

= xixj − x0xjei − x0xiej (i ̸= j).

4. Demostrar que las potencias (zk)
m de las variables de Fueter zk = xk − x0ek

en Cℓ(n) son monogénicos por la izquierda y por la derecha.

Solución. Para m = 0 es trivial, y para m = 1 es bien conocido, o sea

∂(xk − x0ek) = ∂xk − (∂x0)ek = ek − (1)ek = 0.

Supongamos que (zk)
m−1 es monogénico por la izquierda. Notamos que ekzk = zkek

como consequencia de ekxk = xkek, ek(x0ek) = (x0ek)ek. Por lo tanto, ekz
m
k =

zmk ek. Por eso,

∂(zk)
m = ∂((xk−x0ek)z

k−1) = ∂(xkz
k−1−(x0ek)z

k−1) = ∂(xkz
k−1)−∂(x0ekz

k−1)

= ∂(xkz
k−1)− ∂(x0ekz

k−1) = ∂(xkz
k−1)− ∂(x0z

k−1ek).

Notamos también que la regla de Leibniz ∂(fg) = (∂f)g + f(∂g) es válida cuando
f es escalar. Entonces por la hipótesis inductiva,

∂(zk)
m =

(
(∂xk)z

k−1 + xk(∂z
k−1)

)
−
(
(∂x0)z

k−1ek + x0(∂z
k−1)ek)

)
= (∂xk)z

k−1 − (∂x0)z
k−1ek = ekz

k−1 − e0z
k−1ek = 0.

Por lo tanto (zk)
m es monogénico por la izquierda. La demostración por la derecha

es similar.

Demostración alterna: Se sabe que los polinomios de Fueter P
k⃗
son monogénicos, y

las potencias de las variables de Fueter son el caso particular k⃗ = (0, . . . , 0,m, 0, . . . ).

5. Demostrar que los valores que toman los polinomios de Fueter son paravec-
tores.

Solución. El escalar P0⃗(x) = 1 y las variables de Fueter P
δ⃗j

son paravectores. Sea

|⃗k| ≥ 2 supongamos que la afirmación es válida para polinomios de Fueter de grado
|⃗k| − 1. Escribimos

P
k⃗
(x) =

∑
A∈2n

pA(x)eA



en forma estándar con polinomios homogéneos pA(x) ∈ R de grado |⃗k|. Considere-
mos cualquier A con |A| ≥ 2, y un término general aȷ⃗ x

ȷ⃗ en pA(x), con la notación
ȷ⃗ = (j0, . . . , jn). Recordemos la fórmula ∂

∂xi
P
k⃗
= kiPk⃗−δ⃗i

(1 ≤ i ≤ n). Si i ≥ 1 es

tal que ji ̸= 0, entonces kiPk⃗−δ⃗i
(x) contiene el monomio kiaȷ⃗ x

ȷ⃗−δ⃗ieA contrario a

la hipótesis de inducción. Por lo tanto, no hay tal i, es decir, ȷ⃗ = (|⃗k|, 0, . . . , 0), lo
cual dice que P

k⃗
(x) es igual a

aȷ⃗ x
|⃗k|
0 eA.

Todos los términos en P
k⃗
(x) con |A| ≥ 2 son de esta forma, los cuales juntamos

para escribir

P
k⃗
(x) = p0(x) +

n∑
i=1

pi(x)ei + x
|⃗k|
0 q (∗)

con q ∈ Cℓ(n) sin parte paravectorial, es decir [q]0 = [q1] = 0. Entonces

∂0Pk⃗
(x) = ∂0p0(x) +

n∑
i=1

∂0pi(x)ei + |⃗k|x|⃗k|−1
0 q,

∂jPk⃗
(x) = ∂jp0(x) +

n∑
i=1

∂jpi(x)ei (1 ≤ i ≤ n),

Sumando, tenemos

0 = ∂P
k⃗
(x) = ∂p0(x) +

n∑
i=1

∂pi(x)ei + |⃗k|x|⃗k|−1
0 q.

Por lo tanto la parte antiparavectorial |⃗k|x|⃗k|−1
0 q es cero, luego por (∗) P

k⃗
(x) es

paravector.

6. Consideremos el seudovector básico a = e1 · · · en ∈ Cℓ(n), aśı a2 = τe0 donde
τ = ±1 es un signo que depende de n, es decir τa2 = 1.
(i) Demostrar que aeia = (−1)n−1τei para i ≥ 1.
(ii) Supongamos que n es par. Sea f(x) un paravector en Cℓ(n) (con x en un
dominio en Rn+1). Demostrar que afa = τf .
(iii) También con n par, demostrar que a∂a = τ∂.
(iv) Supongamos n par y f diferenciable, valuada en paravectores. Demostrar
que f es monogénica por la izquierda si y sólo si f es monogénica por la
derecha.

Solución. (i) eia = ei(e1 · · · en) = (−1)n−1(e1 · · · en)ei = (−1)n−1ae1 pues se ha

hecho transposición de ei con las n − 1 unidades con sub́ındice distintos de i. Por

lo tanto aeia = a(−1)n−1aei = (−1)n−1a2ei = (−1)n−1τei.

(ii) afa = af0a+
∑

i≥1 a(fiei)a = f0a
2 +

∑
i≥1 fi(−1)n−1aeia

= τf0+(−1)n−1τ
∑

i≥1 fiei = τ(f0−
∑

i≥1 fiei) = τf puesto que (−1)n−1 = −1.

(iii) Mismo cálculo simbólico con ∂i en lugar de fi.

(iv) a∂fa = τ(a∂a)(afa) = τ(τ∂)(τf) = τ∂f . Como a es invertible, tenemos

∂f = 0 ⇐⇒ ∂f = 0 ⇐⇒ f∂ = 0 lo cual se teńıa que demostrar.


