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14.2.

14.5.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS #14

ECUACIONES DE LA FISICA

Un aspecto pendiente de polinomios holomorfos: Tenemos una base
{X%,} para las funciones en M(B?, A) NL*(B?). Se puede construir
una base para M (B*, H) NL?(B?) usando X, y X, e3, climinando
unos duplicados. Con unas combinaciones lineales se puede construir
una base ortogonal X, para M(B? H)NL*(B%). Cada X, es un
polinomio homogéneo de grado n.

En lugar de D actuando en (zg, x1, x2) usaremos el operador de Dirac

O = 0161 + Oves + Ose3. actuando sobre la variable (71,79, 73) € R3,
kerd = {f: df = 0}.
Con f = fo+ fie1 + faea + fsez = fo + f, se tiene

Of =dfo+df = —div fo + (gradfo—l—rotf).

Proposicién. Con x = (x1,22,23), ¥ = (Yo, ¥1,¥2), sea <> y por

x = —egy. Sea f(x) = e3g(y). Entonces 5f = —Dg.

Asi f € kerd <= g € ker D (= M(H)). Tenemos un isomorfismo
U: M(H) S kerd, U(g) = f. Hay una base ortogonal

{U(XE,)}

para ker 9 N L?(B?), también de polinomios homogéneos.

Un cuaternio complejo es un par a = (g, ¢’) € HxH. Adicién: (p,p’)+
(¢,¢") = (p+ q,p" + ¢'). Multiplicacién:

(p,0")(a,d) = (pg —P'd, pd +v'q).

H(C) = {cuaternios complejos}. Notacién: se escribe (q,¢") = q¢+iq'.
Se escribe Re(q +iq¢’), Im(q + iq’)) = ¢/, que son elementos de H.
En contraste,

Sc(q+1iq') =Scq+iScq’, Vec(q+iq') = Vecq+iVecq'.



14.4.

14.5.

, o 3 ’ 3 / .
Asi, cuando ¢ = Y i o qj¢5, ¢ = Yo q;e;, se tiene

3

q+iq = Z(qj + iq)e;,
j=0

(p+ip)(qg+iqd) = (pg—p'¢) +ilpd + p'q).

Se considera H C H(C), el subconjunto de cuaternios complejos con
parte imaginaria cero.

H(C) contiene divisores de cero. Si e € H, e? = 1, entonces

(1 +ie)(1 —ie) = 0. Ademds (1 £ie)? = 2(1 £ ie). Usaremos e = e3.
Los valores (1/2)(1 £ ie3) se suman a 1, su producto es cero y ca-
da uno es igual a su propio cuadrado. Por lo tanto, la operacion

de multiplicaciéon por la derecha da los operadores de proyeccion
P*: H(C) — H(C),

1
P*(a) = az(1£ies) (a € H(C)),
que satisfacen PT +P~ =1y

Prpt=pt, PP =P,
PrP- =0, PP =0.

Se puede hablar de H(C)-espacios lineales por la derecha o por la
izquierda. No usaremos productos internos con valores en H(C).

Lema. Sea L: Fy — FE, un operador H(C)-lineal por la derecha
entre dos espacios H(C) por la derecha. Supongamos que hay dos
operadores lineales L : Fy — E5 que dan una descomposicién de L,

L=PtoL +P olL._.
Entonces

ker L =Pt (ker L,) & P~ (ker L_).

M*® = operador de multiplicacién por la derecha: (M®*+b)f = fa+bf,
satisface

M(l+b — Ma + ]\4177 MaMb — Mba.



14.6.

1.7,

1/.8.

Casos particulares: P+ = Af(1+ies)/2,

Para evitar confusiones escribemos z* = Re z—1Im z para el conjugado

de complejos z € C, dejando @ = Sca — Veca para cuaternios.
Asi P~ = M ((1+ies)/2)"

Se extiende la conjugacién compleja a H(C): (23:0 aje;)’ = Z?ZO aze;.

Asi particular, (a*) = @*.

La norma de a € H(C) es is |a| = (Jao|? + |a1]?) + |ag|® + |as|?)'/2.
(Por lo general, |a|? no es igual a @a.) Para Let a,b € H(C),

jabl < V2[a| b;  |P*(a)] < lal.

Decimos que ¢: [—[, 1] — C continua es un coeficiente propio en [—[, (]
cuando ¢(0) =1y ¢(t) # 0 para =l <t <.

Definicién. Las potencias formales asociadas a ¢ son goﬁj ). [-,l]] - C
(7 > 0) dadas por

P (t) = c(t),

29 (t) = jelt) / ﬁw?)}l)@) ds (5> 1),

Lema. Sea c diferenciable. Entonces cada 909 ) es diferenciable,

. C/ . . i1 .
() == + el (12 1).

Demostraciéon. Por hipétesis gp,(;o) es diferenciable. Sea j > 1.

Y0 =00 [ 089 + e o)

_ ) (je(t) /O Tls)gpg;;”(s) ds) +jed. V(). O

Como ¢(t) > 0 (suponiendo c real), luego gogj ) (t) > 0, y son funciones

no-decrecientes de [t|. Cuando ¢ = 0, oY )(t) es igual a

mon,(t) = #/,



% — 1 cuando t — 0.

2 (t)
Por induccién se ve que 7 = 0,1, 2, ... fijo,

14.9. El operador de transmutacién escalar (complejo) asociada a ¢ envia
mon; a <p£j ), extendiéndose por linealidad a los polinomios con coefi-
cientes complejos:

N N
TC(Zaj mon;) = Zajgoc (a; € C).
=0 =0

Proposicién. Hay un operador lineal acotado actuando en functiones
C-valuadas,

T.: L*[-1,1] — L*[-1,1]
con inversa acotada, tal que 7T.(mon;) = o (7 > 0). Deja invarian-
tes los subespacios C°[—I,1] y C'[—1,1], y es acotado en las normas

respectivas || floos ||flloo + || f/|loo- Es més, hay un coeficiente propio
¢ que genera el operador inverso: Tz = (T,.)~

1 1
14.10. Teorema. Sea f € C'[—I,1]. Entonces (ETCf)/ = E(Tl/cf'), es decir
d, 1 1

E(@Tc(f)(t)) = mTl/c(f/>(t)'

Demostracién. Por la densidad de los polinomios en C*[—[,[] y por
linealidad, basa demostrarlo para f = mon;. Para este caso tenemos

1 / d 1
(ETC(monj)) = —C—Q(Tcmonj) + E(Tcmonj)’

P e A N
= _Z(pgj) + E(Egpg) _i_jgogj/cl))
= jel "
= Tl/c(jmonj—l)
= Ty /.(mon)_,). O

1/4.11. Proposicién. gpg) = (P9 T (f) = (T(f)"



14.12. Q C R? un dominio acotado tal que
para cada (xq1,x2,23) € Q, el segmento desde
(21,29, —x3) a (x1,29,13) estd contenido en ).
Tomamos | = max{zs: (x1,22,23) € Q} y ¢(x3) complejo-valuada
en [—[,[]. Nétese que el complenmento de €2 es conexo.

Entenderemos T,, T/, como aplicados con respecto a la variable x3
para cada (z1,x9) fijo. (Envian funciones de (z1, x5, x3) a funciones
de (x1, z9,3).)

Definicién. El operador de transmutacion complejo-cuaternionico
asociado a c,

T.: C°(Q,H(C)) — C°(Q, H(C)),
se define por

Te(f)(@) = T1/e(fo) (@) + Te(fr)(@)er + Te(f2) (w)ez + Thye(fs)(2)es,

para f = foeo + fieir + faea + fzes € CH(Q,H(C)). T., T, siempre se
aplican a xs, mas precisamente

donde hy, 4, (x3) = h(x1, T2, T3).
T. no es lineal sobre H(C) por la derecha, pero

Lema. f,g funciones H(C)-valuadas, a; € C (0 < j < 3). Entonces

ScTe(f) = Te(Sc f), VecTe(f) = Te(Vec f).

Te(f +9) = Te(f) + Te(g).
T.(Maotases(f)) = Ma0tases T (f), en particular,

PET, =T, P*.
o T (M@rertaez(f)) = Muertee2 Ty, (f), en particular,

PETe(fej) = Tie(P*(fe;))

para j =1, 2.



» Para K C Q compacto, T, es acotado en C°(£2, H(C)) con res-
pecto a la seminorma || f||x = Z?:e maxg |f;]; o sea

I T(f)llx <Ny m}éﬂfo\ + N m}éX‘fﬂ + Ny mI?X’fQ‘ + Ny m}éx|f3\
< Nllgllx,

donde Ny, Nj sélo dependen de ¢(z3), y N = méx(Ny, Ny). Es-
cribiremos ||T.||x para su norma.

s La inversa de T, es

T (N)(@) = Ty (fo) (@) + T (fi) (@)er + T (fo) (@)ez + Ty (f3) () es.

14.13. Teorema. Para f € C*(Q,H(C)),

(5-1— M%e?’) T.(f) = T1/c(5f).

Demostracion. La parte escalar del lado izquierdo es

—div (Vec T(f)) — %/Tl/c(f?)) = =0 T.(f1) — OTe(f2) — OsThye(f3) — %/Tl/c(f3)-

(Nota: distinguir T, de T,..) Tenemos 01 T.(f1) = T.(01f1) y T.(f2) =

T.(02f2) porque T, sélo actiia en la variable x3. Para 03, escribiendo

u' = du/ dxs, primero notar (por un teorema, con 1/c en lugar de c)

1

= (/e)T1)e(u) + (T )cu)".

T.(u')

Apliquese esto a u = f3, cancelando:

Sc (5—|— M%,erﬂ) T.(f) = =T(O0f1) — Te(Oaf2) — Te(0sf3)

—

= —ScTy/c(divf)

= Ty,.(Scdf)

= Sc (Tl/c(gf))v
luego la partes escalares de los dos lados son iguales. Para las partes
vectoriales es similar. O O



14.14.

14.15.

Corolario. Sea f € C'(Q2,H(C)). Entonces

fekerd < T.(f) € ker (5+M%es)
— Ty/(f) € ker (5—M%63).

Teorema. Sean A, A € C°[—1,1] con A(z3), A(z3) € C. Entonces

O+ N+ M — pt (5+ M(Xﬂ‘)\)eg) + P (5+ M(Xfi)\)eg)’
actuando en C'(Q, H(C)).

Otra forma de escribirlo dadas a(es), 5(e3) € C.

J+ (a+ B)/2 + M=D/CDes = pt(§ 4 Mees) 4 P~ (9 + MPe).

Demostracion.

PH(F + MOTNe) 4 p=(§ 4 MO-Nes) = (P+ 4 P7)F + M,

donde
T 1 . T 1 .
a= A+ Z/\)€3§(1 +ie3) + (A — Z)\)63§<1 — ie3)
=+ Xeg,
y notar que M MAes — \ 4 M@ por ser A un escalar complejo. O

Cualquier \: [—1,l] — C integrable determina un coeficiente propio
¢ por

C(t) _ efg )\(s)ds7

/
que es diferenciable y SRy
c

Teorema. Sean A\, A € C°([—1,1]), sean (+) = A+, (<) = A—iA\

Cy C_

Supéngase que f € CY(Q,H(C)) satisface (8 + X + MXGS)f = 0.
Entonces hay funciones H-valuadas w,,w_ € ker 0 tnicas tales que

f=T(P wy) + Te(Pw-),



14.16.

Toda f que sea de esta forma (para wi € ker § arbitrarias) estd en
ker(9 + X + MA<s).

Demostracion. Sea

up = PETN(S),  u =P~ T (f).

Recordemos que Nies y (1 + ie3)/2 conmutan, y que P* conmutan
con with 0 y T.,. Por eso

Ty () = (0 4+ M/ 21) T, PHT ()
= Pi(5+ M(Xii)\)eS)(f).
Luego la hipéteSiS imphca que PIF1/c+ (5u+) + Tl/cf (5167) = 0. Ambos

sumandos con cero por que estan en las imagenes de los proyectores
complementarios P*. Por ser T, /e, invertible, Jus = 0.

Ahora definimos w4+ = 2Rewuy. Satisfacen 5wi = 0, y por ser H-
valuadas, PTw, = P*uy = uy. Como Pt + P~ =1,

f=Pf+P f=Tcur+Tc u_

lo cual da la descomposition.

Unicidad: escribimos f = P* T.,wy + P~ T, w_, que muestra que
Te,wy y T w_ estdn determinadas por f, luego w4 estan determi-
nadas por f. O

Daremos un sistema completo de funciones en ker(g +A+ M X‘ZS).
Consideremos el conjunto denumerable

FOA) = (T (PFUg), T.- (PF¥q)},

donde ¢ varia sobre la base {)Af f;m}, y donde c¢* corresponden a Xii/\,
y U ker D|.,q — ker 5\9

Teorema. Sea (5+ A+ MxeS)f = 0 en (). Entonces f se puede

aproximar por combinaciones lineales de F (A, \) uniformemente en
cada subconjunto compacto K C €.

Demostracion. Sea € > 0, sea K C () compacto. Expresemos f =
T., Ptwi+T. P w_ donde dwy = 0, we(x) € H. Aplicamos el teo-
rema de aproximacién de Runge a las funciones monogénicas ¥ 1w,

8



para obtener polinomios aproximantes ¢+ € ker D, es decir

€

méX(H Tc+ ||K7 || TC* ||K)’

(U s (y) — g2 (y)| <

para todo y € e3 K. Como ¥ no es mas que un cambio de notacion,

€

max(|| Te, [Ir, [| Te_ [|x)’

donde py = Vg4 € ker d. Definase gr = T, PEps € ]-"()\,X), and
g = g+ + g_. Entonces

lwi(z) — px(z)] <

f(z) = g(@)] < | Te, Prwi(z) = Te Prpy ()| + | Teo Pw—(2) — Te_ P~ p—(2)]
= [(Te, (wy = py) (@) + | Te_(w- —p-)(2)|
< Ty & fws () = pr(2)| + [ Te_ [ [w-(2) = p-(2)]
<e

como ¢ es una combinacién lineal de elementos de F (A, X), estd com-
pleta la demonstracion. O

14.17. Aplicamos lo anterior a equaciones de la fisica matematica para ob-
tener sistemas completos de soluciones.

Un campo vectorial complejo en Q C R? es una funcién de Q a C3,

considerada como vector-valuada: F = Vec F: Q — H(C); o sea,
ScF = 0.

Definicién. Un campo de Beltrami en §2 es F que satisface
rotF + \F = 0.

La funcién A: €2 — C se llama potential del campo de Beltrami.

Supondremos A(x3) que el potencial depende sélo de z3, y  es
simétrico-estrellado con respecto a x3. Escribimos la ecuacion para
el campo de Beltrami en otra forma:

Proposicién. Sea A(zz) de clase C*. which depends only on z3. Sea

F un campo vectorial complejo en €. Supongamos A(z3) no se anula,
y ponemos



(cualquier v/ continua). Entonces F es un Beltrami field con poten-
cial \ si y solo si

(8—|—>\+MX 2)\63)f

Demostracion. Tenemos

VA = VA =0, 93/ — %Wx

Por tanto
divf = O (VA F) 4 0o (VA Fy) + 05(VA Fy)
— VAdivF 4 VAL,
rotf = (0(VAE) — 93(VAE) )er + (01(VAF) — 03(VAF))es
+ (B(VAE) — 0u(VAF))es

| !
= \/Xl"OtF + 5&%(—FQ€1 + Fleg).

Primero supongamos F es campo de Beltrami con potencial \.
Como divrotF = 0, tenemos

— )\/
divF + —F5 = 0.
A
Por lo tanto
— — — 1)\/ —

(8 + N+ MYN/CNes) f— (= divf+rotf)+Af+§Xfeg

o= 1 N S 1 =N

—(leF + 5\/XXF3) + (\/XIOtF + 5\/Xx(—F2€1 + F162))

- 1 =N
+ \/X)\F + 5&;(—}‘_’3 + F2€1 — F1€2)
= 0.

Reciprocamente, supongamos la ecuacién para f. Las partes escalar

10



y vectorial son

/

- 1A
0=—divf+ §Xf3’
DY
0=rotf + AF + §X<f261 — fie2)
L1 N .
= \/XI‘OJEF + 5\/Xx<—F2€1 + fleg) + /\\/XF

DY
+ §X(\/XF2€1 - \/XFleg)
= VA(rotF + \F),
luego F es campo de Beltrami. O]
Corolario. Cada campo de Beltrami con pontencial diferenciable

A(z3) que no se anula puede aproximarse uniformemente en cada
subconjunto compacto de €2 por sumas finitas de la forma

N
ﬁ = \/XZ rig;
j=1

con funciones g; € F(A, X'/(2)A)) y coeficientes r; € R.

Demostracién. Poner F = v/Af como en (x). Hay una suma Zjvzl 7;3;

uniformemente cercana a f en K. El resultado se sigue porque [v/|
es acotada inferiormente en K. O

14.18. Definicién. Un campo Trkaliano es un campo de Beltrami con po-
tencial constante.

Las funciones g; en la aproximacion de F' pueden no ser campos
vectoriales, sélo que la suma de sus partes escalares tiende a cero.
Con los campos Trkalianos se puede obtener mejores resultados.

Definicién. Con A € C~ {0}, f = fo + f € C* (2, H(C)),

Wi (f) :Vecf+%5Scf = f+ %5)‘0.

—

Por construccién, Sc Vy f = 0. Para fvectorial, W\(f) = f

11



Cuando Vec F' es Trkaliano, V5 (F) = F. y F satisface la ecuacién de
Helmholtz

(A +X)F =0.

Proposicién. Sea A € C ~\ {0}, f € C'(Q,H(C)).

(i) Si (A +0)f =0, entonces (A + 9)Vyf = Oy por tanto

—

Vy: ker(A+0)

—

‘C’O(Q,H(C)ﬂ — ker(A +0) |CO(Q7Vec H(C))|

es un operador lineal sobreyectivo.
(ii) Siademds Sc f = 0, i.e. si f = F es Trkaliano, entonces V\F' = F.

Proposicién. Sea A € C ~\ {0}. Entonces

- —

ker(A 4+ 0) = ker V) @ ker(\ + 0) |C(Q,VecH(<C)

(espacios de funciones H(C)-valuadas).
Proposicién. El conjunto
VA‘F<)‘aO) = {qu: qc .F(/\,O)}

es completo con respecto a la convergencia compacto-uniforme en los
campos Trkalianos con potencial \.

14.19. Ecuaciones de Maxwell:

divE =0,

divH =0,

rotF = 0,

rotH = —iwﬁ,
F = ¢(E + BrotE),
B = u(H + protH),

—

con f3, i, €,w constantes positivas, mientras que F, H, B, F' con cam-
pos vectoriales complejas incognitas. Una vez conocidos E'y H, se
encuentran Iy B con las dos tltimas ecuaciones.

12



Teorema. Dadas cualquier soluciones E, H, B, F' de las ecuaciones
de Maxwell en Q, el par (E, H) puede aproximarse uniformemente en
compatos ) por combinaciones lineales de la forma

—1

Wai (g+) +Wa_(g-)), \/E(V’\+ (q+) =W (q-) )7

(L
NG
donde g4 son elementos de F (AL, 0) respectivamente y

N WVER
T WBER 1

Demostracién. Definimos los campos

(2) = —Vi E(),
(v) = Ve H(x).

{

SO

Luego sea o = w,/eu, de manera que

rot € = —i&(ﬁ + [rot E),
rot h = ia(€ + S rot é).

Pongamos

(07

A pu—
T ap+1’

que convierte las ecuaciones en
(8 + M) (€% ih) = 0.

Es decir, € + ih € ker(5+ A+), por lo que se puede aproximar por
combinaciones lineales de funciones de la forma V\,qi, con ¢r €
Vi F (A, 0). Esto nos da las aproximaciones para E y H. ]
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