12.1.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #12

POLINOMIOS ARMONICOS

Se pueden formar espacios interesantes de funciones R* — R*, R* —
R3, R?® — R* R® — R3 y hasta R* — R? R? — R* Vamos a
concentrarnos en funciones de tres variables, es decir

r = (20,21, T2) € Q C R,

La representaciéon de las funciones monogénicas en series de polino-
mios de Fueter es un primer paso en el entendimiento de

M(2) = {funciones monogénicas por la izquierda}.

Para ir mas profundo, primero tenemos que asentar varios hechos
sobre las funciones arménicas. Nos limitaremos a funciones de tres
variables. Las funciones armonicas son real-analiticas, y sus series de
potencias son sumatorias de polinomios homogéneos. Cada uno de
los sumandos es un polinomio arménico h,, € Polé"). Pongamos
Har:(,)n) = HarnN Polgn)

(funciones R-valuadas). Cada p € Polé") (no necesariamente armoni-
ca) se expresa como

p($) = Z bj0j1j2 xéole'lxgg' (1)

Jotjitja=n
con bj,;,;, € R. El multiindice (jo, j1, j2) varfa sobre el conjunto
L, = {(jo; j1,J2): Ja € Z, Jo >0, jo+ j1 + j2 = n}.

La dimensién de Polgn) es igual al niimero de posibles coeficientes en
p(z), es decir dim Polg") = Ny(n) donde

Lema.




Demostracién. Como jy va desde 0 hasta n, y para cada jy fijo,
j1 va desde 0 hasta n — jy (dejando determinado el indice restante
J2 =mn — Jo — Jj1, tenemos n — jo + 1 valores de j; para cada jo:

n

M) = 3 0o +1) = 3041 = 3 o = (n+1P = 2nln+1

Jo=0 Jjo=0 jo=0

lo cual se reduce al valor deseado. O

Nota. De la demostracion se ve que Ny (n) también se puede describir
como el nimero de pares de enteros no-negativos (jo,j1) tales que
Jo+J1 <.

Proposicion. dim Hargn) =2n+ 1.
Demostracién.  Aplicamos el laplaciano A = 9%/0x3 + 0*/0z3 +
0?/0x3 a p(x):

alw) = Aplw) = Z Djosiz A(leoxilx?)

Jjo+jit+iz=n

— E 11,02
- Qipiyig Z‘1 Ty Ty - (2>

i9+i1+i2=n—2

Como A es operador lineal, en la tltima sumatoria los coeficientes
Qigiyi, S€ Pueden expresar como

_ 0]1]2
Qigiyie = E , C,Zomz Jjojije - (3>

Jo+ji1+je=n

Para que p € Haré") se requiere ¢ = 0, es decir todos los a;yi, i,

son cero, que es equivalente a que los bj,;, , satisfagan el sistema de
ecuaciones lineales

0j12 |, . . . .
Z CZ]oan Jojij2 — 0, dp+i+ig=n—2. (4)
Jo+jit+iz=n

El nimero N,(n) de ecuaciones en este sistema (una ecuacién para
cada triple (ig,i1,72)) es

Ne(n) = Ny(n — 2).

Los tinicos coeficientes para los cuales ¢%/'2 2 0 son para los cuales
sus indices satisfacen

(Jos J1s J2) € {(o + 2,i1,12), (io, 1 + 2,42), (0,741,102 +2)}.



12.2.

Fijamos una correspondencia 1-a-1 entre los triples en [, y los en-
teros 1,2,..., Ny(n) por medio del orden lexicogrifico (“orden de
diccionario”), que significa que (jo, j1,72) precede a (jg, ji, J5) cuan-
do jo < ji, y también cuando jo = j y j1 < ji, y también cuando
Jo=Joy j1 =71y j2 < jb De esta manera, en la corresponden-
cia (jo, j1,j2) <> [, el triple (0,0,n) corresponde a [ = 1y (n,0,0)
corresponde a [ = Ny(n).

La matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales simultéaneas
(4) es o

M = (Cz?gqulz'];)(ioi1i2)»(joj1j2)-
Al identificar (ig, i1, 12) <> k and (jo, j1, j2) <> [ en la correspondencia
lexicografica, la matriz es

M = (c})uy,

donde 1 < k£ < Ng(n), 1 <1 < Ny(n). Cada uno de los Ne(n)
renglones corresponde a una ecuacion a;y;,;, = 0, mientras que cada
una de las Ny (n) columnas corresponde a una variable b; ;,;, en estas
ecuaciones. Podemos dibujar la matriz M como

piodiiz ¢ ]

a2 ok | 00 - 0 d

El k-ésimo renglén tiene un primer elemento no-cero, que se encuen-
tra digamos en la columna | = f(k). Esto puede expresarse como
(Jo, j1,J2) = [f(io,i1,12), donde f: I, o — I,. Se ve facilmente que
fio,i1,12) = (ip, 71,72 + 2) y de esto f es inyectiva. De hecho, f es
una funcién creciente de k. Por lo tanto el rango de la matriz M es
igual al nimero N(n) de renglones. Se sigue que la dimensién del
espacio de soluciones es

d3(n) = Ny(n) — Ne(n) = 2n + 1. O

Ahora veremos cémo escribir el laplaciano bajo cualquier cambio de
coordenadas

T = (950,%7172) 'i> (y07y1ay2)’
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12.5.

Lema. Sea (yo,¥1,y2) cualquier sistema de coordenadas en un domi-
nio de R3. Entonces el laplaciano A, = 9?/0z2 + 0% /0x% + 0% /0x3 se
expresa en términos de las y-derivadas como sigue (sumatorias con
indices de 0 a 2):

0%*u 0y Oy 8 Yj
Ayu = = —.
=t 0y;O0yx, - Ox; Ox; Z

Demostracién. Por la Regla de la Cadena (en estas sumas todas las
indices corren de 0 a 2),

ou Ou Oy,
axi N Z ay] 0:171"

5%u 0 [0u ayj ou 82yj
a5t =2 (3o or 3, 04)
_ Z O%u_ Oy Oy; + Ou Py
- — Oy;0yy, x; ) Ox; Oy O}

lo cual lleva a la férmula deseada. O

Una superficie de nivel para las coordenadas (yo,y1,y2) es un con-
junto en las coordenadas (xg,z1,z3) donde uno de los valores y; es
constante. Al diferenciar la férmula y;(xo(t), z1(t), 22(t)) = ¢ encon-
tramos que todos los vectores tangentes a una superficie de nivel son
ortogonales al gradiente V,y; de v;.

Se dice que (yo, Y1, y2) es un sistema de coordenadas ortogonales para
(20, 21, x2) cuando en todo punto del dominio x, los vectores norma-
les a las tres superficies de nivel son ortogonales, es decir, los tres
gradientes

Vavo, Vayi, Vil

son mutuamente ortogonales. Para un sistema ortogonal, por defi-
nicion el producto escalar de dos columnas de la matriz jacobiana

€S a a
Yi OYk
Z 5n e = Oyl

para cualesquier j, k. Al sustituir esto en la férmula del Lema tenemos
lo siguiente.



Proposicion. Sea (yo, 41, y2) un sistema de coordenadas ortogonales.
Sea u(zg, 1, T2) una funcién de clase C?. Entonces

0%u ou
_ 12 . _
Ayu = % V,.y;] oy + §j (ALy;) oy (5)

12.4. Vamos a dedicar la mayor parte de lo que sigue al estudio de funciones
en la 3-bola B?. Las coordenadas esféricas son (yo,y1,y2) = (7,6, ¢)

donde

To =1 cost,
x1 = rsenfcos o,

o = rsenfsen ¢.

Ejercicio. Las coordenadas esféricas son un sistema de coordenadas
ortogonales en R? \ {0}.

La matriz jacobiana de (1,6, ¢) — (xq, x1,z2) es

cos @ —rsenf 0
senflcos¢ rcosfcos¢p —rsenfsen
senflsen¢ rcosfsen¢ rsendcoso

a(f['[), xy, 'IQ) o

a(r,0,0)

y su inversa es

cosf) senfcos¢ senfsen¢p

a(r,0,¢) _senf cosflcosg cosfsen¢

O(zo, 1, T9) r r r

(w0, 21,2) 0 _ sen ¢ cos ¢
rsen 6 rsen 6

Los renglones son los gradientes V,r, V.0, V.¢ y claramente son
ortogonales. Sus valores absolutos son

1

rsenf’

1

La transformacion inversa es

/22
X9 i+
r=1/23+2? + 13 6=arctan—=, ¢ = arctan -2

x Zo



12.5.

12.6.

y al diferenciar dos veces obtenemos los laplacianos

Ar=2 Ap=0, Ap="%0
T

De esto, tenemos el Laplaciano en coordenadas esféricas:

Proposicién.

pu= Ll g 0u Ju g0u, 1 Ou
u= (o T2y, T ge teotlag sen209¢ )

Vamos a investigar una mejor base para los arménicos, formada de
polinomios homogéneos ortogonales Nos limitaremos a la bola uni-
taria B* C R® y considerar p € Har™ (B?).

Imaginemos una funcién armoénica en forma de producto de funciones
de r, de 6 y de ¢ por separado. Los cédlculos se simplificaran tomando

u(zo, x1,22) = R(r)O(cos0)P(¢).

Esto implica inmediatamente que ® es 2m-periddica, y que R(r) tenga
un limite finito cuando r — 0. Claramente

(Ou)/(0r) = RO,
(0*u)/(0r*) = R"69,
(0u)/(00) = (—sen §) RO'®,
(0*u)/(06?) = (sen”® §) RO"® — (cos §) RO'D,

(0%u)/(06?) = ROD".

Al sustituir estas derivadas en la férmula de la proposicién, obtenemos

Au = i?(r2R”@<I>+2rR’@<I>+(sen2 0) RO"®—(2 cos ) RO' O+ QRG)(I)”)
T

sen?
valido para r > 0. Con el supuesto que u es armonica, multiplicamos

por r?sen? §/ RO® y nos queda la ecuacién

R// RI (__)/I @/ 1 q)//
2_ E— —_— — — f—
<r 7 +27"R>+<sen 9@ 2(:038@ sen20<1>) 0.

El primer término es funcién sélo de r, y el segundo sélo de (6, ¢).
Por lo tanto ambos tienen que ser constantes, luego para el primero

digamos
/! R//
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12.7.

12.8.

(La expresiéon n(n+1) no cambia cuando se substituye n’ con n+n’ =
—1, por lo que suponemos n > 0.) Las soluciones a esta ecuacion son
R(r) = a;r™ + ayr~™"!, y como u es continua en x = 0 tenemos
as = 0. De la ecuacion diferencial queda ahora

" / @//
Sen29(sen20% - 20089% + n(n + 1)) + T 0.

Nuevamente los dos términos son constantes, digamos
"
&
)

Entonces ® = at® + a~®, donde escribimos

Ol (¢) = cosmep, P, (¢) =senmao.

El requisito que ®(0) sea 2m-peridédica implica que m sea un entero.
Descartamos m < 0 porque tales % se expresan en términos de
las mismas funciones trigonométricas para m > 0: &% = +dF
Dado que ®; = 0 idénticamente, nunca usamos esta combinacién de
indices. La 1ltima parte es una ecuacion en 6, que prefirimos expresar
con t = cos b,

m2

(1—tH0"(t) +2t0'(t) + (n(n + 1) —

with |¢| < 1. Esta es la ecuacién diferencial de Legendre con pardme-
tros n,m. La solucién general es © = a; P)" + a»@))' donde P, Q7
son las funciones de Legendre del primer y segundo tipo. Dado que
Q" (t) tiene una singularidad cuando [t| = 1, es decir cuando 6 = 0, 7,
necesariamente a, = 0.

Se definen los armédnicos esféricos sélidos en coordenadas esféricas co-

mo

Ui () = 1" P (cos 0) @7, (¢)

donden > 0y 0 < m < n.Son 2n-+1 funciones porque por definicion

excluimos U, , pues se anula idénticamente.

Proposicién. UF, (z) € Har{".

Proposicién. (gradiente de los arménicos esféricos sélidos)

0
a—xOUim = (n+m)U,"_



0 (n+m—1)(n+m) 1

(3_131 nim = 9 Uni—l,m—l - §Uni—1,m+17
0 (n+m—1)(n+m) 1
—U,; ( 9 Ur:LF—l,m—l + §U7;F—1,m+1)‘

Demostracién. Sabemos que dyu = (cos8)0,u — ((sen8)/r)dpu. Por
lo tanto

%Ufm(x) = """ (ncos 0P (cos0) + sen® O(P") (cos 0)) Dy ().
0

Es una funcién de grado n — 1, por lo que buscamos la manera de
reemplazar (P)")" con algo de la forma P;"*. De las muchas relacio-
nes “de recurrencia” entre las funciones de Legendre contiguas y sus
derivadas, escogemos

(£ = (B (t) = nt Py (t) — (n+m) i (),
vélida para [t| < 1, que con la sustitucién ¢ = cos nos da

%U;mm = " (0 +m) PP () PE(6) = (n+m)UE ().

Los célculos para 0/0x1 y 0/0xs son un poco més complicados. Te-
nemos primero

% wm(@) =" (P (cos B)(nsin 6 cos ¢ D, (¢)+m csc O sin ¢ ()
— (P2 (cos ) cos §sin 6 cos ¢ ©;..(¢).)
Nuevamente tenemos que hacer algo con P’". La sustitucién para
(t> — 1)(P™)'(t) produce
"1 (P (cos ) esc O(msin ¢ ©F(¢) £ n cos ¢ D3 (¢))

—(n+m)P."(cos 6) cot 6 cos ¢ Dy ().

Queda todavia un P (cos#), al cual aplicamos la relacién de recu-
rrencia

2m
————P™(t) = P™ YN t) — (m+n—1)(m+n)P™ (1),
la cual afecta también al indice m. El resultado es

Tnfl

om (((m+n—1)(m + n)Py7"(cos 0)+
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12.9.

P4 (cos 0)) (msin ¢ @), (¢) F n®y (¢) D7 (6))
—2m(n + m) cot 0 cos ¢@;, (@) Py 1 (cos §))

El ultimo término contiene P’ ., al cual aplicamos la relacién de

n—1»
recurrencia
2mt
1m P (1) = (m = 1)(m + n) P (1) — Pm()

para obtener

rnfl

5 (P (cos 0)(RF(0) 7 (0) F ©F (0)®7,(6))
—(m+n = 1)(m +n) Py (cos 0) (97 (6) 7, (0) F OF (6) @, (9))-

Con la férmula trigonométrica ®F®E = (1/2)(dm — 17 £ @ ) se
reduce a la férma deseada.

La férmula para 0/0xs puede obtenerse de una manera muy similar.
O

Lema. Sea u(zy,...,2z4) una funcién diferenciable en d variables tal
que todas las derivadas du/dx; son polinomios. Entonces u también
es un polinomio.

Demostracién. Cuando d = 1 esté claro pues el polinomio ¢ = du/dz,
tiene una antiderivada p tal que p es un polinomio, y la diferencia
u — p es una constante. Inductivamente supongamos que es cier-
to para dimensién d — 1. El polinomio ¢ = 0u/0z4 tiene una an-
tiderivada con respecto a x; que es un polinomio, y la diferencia
u—p = c(xy,...,x4-1) no depende de z4. Todas las derivadas par-
ciales de ¢ son polinomios, luego por la hipodtesis inductiva ¢ es un
polinomio y también lo es u = p + c. O

Proposicién. El arménico esférico sélido UZ,, es un polinomio ho-
mogéneo en g, r1,rs de grado n.

Proposicién. Para cada n > 0, la coleccion {Uf’m: 0<m<n}es

una base de Har{". De hecho, es una base ortogonal de Har{" (B3) y

también de Harl" (S?) .

Demostracién. Notemos que los arménicos esféricos son linealmente
independientes: puesto que una relacién de dependencia lineal entre
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polinomios homogéneos implica la misma relaciéon de dependencia
para sus partes homogéneos de cada grado, es suficiente ver que los
armonicos esféricos de un grado n fijo son linealmente independientes.
Esto se sigue porque las funciones ®= son linealmente independien-
tes. Ya fue calculado que dim Har(” (B?) = 2n + 1, luego los 2n + 1
armonicos esféricos sélidos son una base.

Para la ortogonalidad,

27 pmopl
<U7:_L,m» Ui,m/m?’ :/ // ™ P (cos 0) P (cos 0)DE (¢) D, ()
o JoJo

(r?sin 0) dr df de¢.

El integrando se factoriza en funciones de r, 6, ¢ y la ortogonalidad se
sigue de la ortogonalidad de las ®=(¢). (Esta ortogonalidad da otra
verificacién de la independencia lineal.)

Ademas,

27 pm
Uk Vs = [ [ P(cost) P (cos0)05(6)2,(0)
0 0

(r?sin @) dr df de.

Proposicién. Las normas de los armoénicos esféricos solidos son

( 20(1 4G (n+m)
1Unin 52 = ((2n+3)(2n+1)(n—m)!) ’

y las normas de los armonicos esféricos (no sélidos) son

1Uzmlls = -+
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