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FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #10

CUATERNIOS

Definicién. Se define el espacio de cuaternios (reales) como

H = C1(2).

En esta algebra de Clifford, que por definicién es generada por los
vectores ey, eo, introducimos la notaciéon es = eje5 donde ahora es no
es un elemento basico en la notacién estandar para las dlgebras de
Clifford. Otra notacién comun esi = e, j = es, k = e1e5. Se satisface

€162 = €3, €2€3 = €1, €361 = €2,

€261 = —€3, €362 = —€1, €1€3 = —E€2,
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el =e; =e; = —1.

Por la simetria de estas relaciones, hay un ismorfismo H — H que
satisface
€1 — €2, €2 — €3, €3 — €71,

Por eso los tres “generadores” eq, es, e3 no se distinguen entre si por
ninguna propiedad intrinseca.

H es 4-dimensional sobre R, sus elementos son de la forma = = x¢ +
r1€e1 + xT9es + T3€3.

Proposicién. (i) El conjugado de = € H es T = xg— €1 — oy — x3€3.

(i) La inversa multiplicativa de x € H \ {0} es

1T
B
(iii) Los cuaternios satisfacen las identidades |zy| = |x| |y, (zy)~! =
1.1
y et

Asi H satisface todas las propiedades que definen un campo salvo la
conmutatividad. A veces se le llama un “campo no-conmutativo” (o
en inglés “skew-field”). Se sabe que todos los campos no-conmutativos
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son isomorfos a R, C 6 H. La féormula explicita para la multiplicacion
en H es

zy = (To + 1€1 + Taes + T3€3)(Yo + Y161 + Yob2 + Yses3)
= (Yo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3)
+ (zoy1 + T1yo + T2ys — T3y2)er
+ (Toy2 — T1Y3 + T2yo + T3y1) €2
+ (zoys + T1y2 — Tay1 + T3Yo)es.

En otras palabras, la operacién de multiplicacién por x por la izquier-
da es una funcién lineal L,(y) = zy con matriz

To —X1 —T2 —I3
T Ty —I3 T2
T2 T3 To —I1
T3 —T9 T Zo

L,=

La multiplicacién por la derecha R,(y) = yz admite una matriz si-
milar.

En el contexto de los cuaternios, decimos que un vector es un cua-
ternio con parte escalar cero, es decir ¥ = x1e1 + x2e9 + x3e3. Esta
terminologia es diferente de la terminologia para las dlgebras de Clif-
ford. Podemos decir que un vector en H es un elemento de {0} x R3.

Proposicién. Para vectores 7, i € H,
Ty=—- -y+7T X7,

|2 |91 = |7 - g + |7 x g1*.
Proposicién. (i) £y = y7 si y sblo si &, ¢ son colineales;
Ty = —yx si y so6lo si T, if son ortogonales.

El subespacio vectorial R & Re; es cerrado bajo multiplicacién y es
isomorfo a los nimeros complejos C, identificando e; con ¢ € C. Lo
mismo es cierto no sélo para e; 6 e3 en lugar de ey, sino para R @ Ré
donde e € H es cualquier vector unitario (Scé = 0, |e] = 1), porque
é2 = —1. De hecho,

Proposicién. Todos los cuaternios con cuadrado negativo son vecto-
res. Asimismo, todos los cuaternios con cuadrado positivo son multi-
plos reales de eg. La colecciéon de cuaternios con cuadrado igual a un
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valor —r < 0 determinado es una 2-esfera,
{z: |z| = r'/2).

La coleccion de cuaternios con cuadrado igual a un valor r > 0 es de
dos puntos, {£r'/2}.

Para x € H \ {0}, * = 2o + Z, se representa a x en forma polar
definiendo -
T Zo
—, Cosp=—

||
donde Sce =0, |e] = 1,0 < ¢ < 7/2 y por lo tanto sen p = |Z|/|z|.
La representacién polar es

€=

|z

x = |z|(cos ¢ + (sen¢)é).

Proposicién. (cos ¢ + (sen¢)é)™ = cosng + (senngp)é.

Proposicién. Sea f € C'(Q,H) tal que para cada z € , existe el
limite
lim h™ ' (f(z + h) — f(2)).

h—0
Entonces hay a,b € H tales que f(x) = a + xb para todo = € €.

Demostraciéon. El limite es igual en las direcciones de 1, ey, es, e3:

aof = —€ alf = —€3 52f = —€3 33f-

Pongamos g = fo+ fie1, h = fo— fse;. Entonces f = g+esh, v al sus-
tituir esta descomposicion en las derivadas direccionales mencionadas
obtenemos

('909 + egaoh = —61(919 — egalh = 82h — 6282g = elagh — 63839.

En todas estas formulas, el primer sumando estd en R & Re; y el
segundo en Rey @ Res. Por lo tanto

Oog = —e1019 = Ooh = €103,

agh = 6181h = —é?gg = 61839.

Al separar los términos con g, h,

(80 + 6181)9 = (82 + 6183>g = O,
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((30 — 6181)h = (82 — 6163)h = 0.

Esto sugiere considerar las variables complejas z = xg + iz, w =
o + ixg, y las funciones

G(z,w) =g(x), H(z,w)=h(z).

Entonce G es holomorfa, mientras que H es antiholomorfa como fun-
ciones de (z,w). En particular, son de clase C*°. También se verifica

que
0 0
220~ oo
0 0
FI =L

porque los términos de la primera ecuacién son iguales a —i0,G =
O, H mientras que los de la segunda son iguales a —03G = i0,H.
Tomamos otra derivada,

0? 0? 0? 0?
022 G 020w 0, ow? G Owdz 0,
0? 0?

500" "5z 10

porque 0H/0z = OH/Ow = 0 y porque se puede intercambiar el
orden de la diferenciacién. Por lo tanto G' es un polinomio de grado
1 en (z,w) y por un argumento similar H lo es también:

G(z,w) = ag + bgz + ccw, H(z,w)=ayg +byz + cyw
Por esto

3
1=0

con coeficientes cuaterniénicos a, b; € H cuyos componentes se expre-
san en términos de ag, bg, ca, ay, by, cy. Volvemos a las derivadas
direccionales de f para ver que

bg = —e1by = —exby = —e3bs.
de lo cual se sigue que f(z) = a + zby. ]
10.7. Los operadores de Fueter cuaterniénicos son
D =08+ 0 =0+ diey + Daes + Ose3,
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D :8() —5: (90—8161 —(9262 —0363.

La notaciéon D se usa para evitar confusién con el operador 0 en el
dlgebra de Clifford C/(2), que no tiene el término eje,ds. Estos son
operadores simbdlicos, que adquieren un significado segin se apliquen
por la izquierda o por la derecha a una funciéon f: 2 — H, donde (2
es un dominio en H.

La férmula del Teorema de Gauss para D es
[ sigas= [ (Dg+ rDa)av.

La demostracion es igual que para 0, primero notando que la 3-forma

3

w3 = Z(—l)z di’\z €;

1=0

(que tiene la misma férmula que anteriormente, pero un significado

distinto ahora en el contexto cuaterniénico) satisface ws(v!, v?, v3) =

vl x v? x v3, luego deduciendo que w3 = 7 dS cuando se aplica a
vectores tangentes a una_hipersuperﬁcie en H. El calculo clave para
la férmula de Gauss para D es dfAws = (fD)dV,wsAdg = (Dg)dV.

El nicleo de Cauchy cuaternionico es

. T
el

Es(x)
El operador de Cauchy cuaterniénico es

(Foaf)(x) = / Ey(y — 2)ii(y) () dS,.

o0

Proposicién. D o Fyq = 0.

Proposicién. Si Df = 0, entonces

Fa(flaa) = fla-

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS #11
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ESPACIOS LINEALES CUATERNIONICOS

Definicién. Un H-espacio vectorial por la derecha es un conjunto E

con una operacion de adicién +: E'x E — E que hace de E un grupo
conmutativo con unidad 0 € F, y una multiplicacion £ x H — E que
satisface (x + y)a = xa + ya; 1 = z; 20 = 0; (xa)b = x(ab) para
todos los z,y € F y a,b € H. (Un término més preciso es H-mddulo
por la derecha.)

Definicién. Un subespacio H-lineal por la derecha de un H-espacio

vectorial por la derecha F es un subconjunto £y C E que es cerrado
bajo adicién y bajo multiplicacion por la derecha: x,y € FEy, a €
H = z+yc¢€ Ey, za€ Ey.

Un ejemplo es ker D C C*(Q,H) donde Q es un dominio en H.
La notacién es ambigua, tomaremos ker D = {f: Df = 0}, lue-
go D(fa) = (Df)a. Es por eso que consideramos espacios por la
derecha. (El espacio {f: fD = 0} es un subespacio por la izquier-
da.) Nétese que C1(2, H) es un H-espacio vectorial por ambos lados,

es decir un espacio con multiplicacién por ambos lados que satisface
(ax)b = a(xb).

Cada H-espacio vectorial por la derecha tiene una estructura subya-
cente de R-espacio vectorial, simplemente limitando la multiplicacién
a valores reales ¢ € R C H.

Definicién. Una norma en un H-espacio vectorial por la derecha es
una funcién || - [|: E — [0, 00) que satisface (i) ||z +y| < ||=]| + ||y]l;
(i) lzl =0 = = =0; (iii) [|zal| = [lz[||a].

Definicién. Un H-producto interno en un H-espacio vectorial por
la derecha F es una funcién ( - ): £ x E — H que satisface (x +
a'vy) = (z,y) + (2", y); (Y, 2) = (z,9); (za,yb) = a(z, y)b; (z,z) > 0;
(r,z) =0 = z=0.

Un ejemplo es ((p1,---pn)s (@1, qn)) = D2y Pigi en H". Otro ejemplo
es = [, fgdV en C(Q, H).
Proposicién. ||z|| = ({x,2))"/? es una norma en E.
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Las demés propiedades de norma en un H-espacio son sencillas, tam-
bién por las R-propiedades correspondientes de || ||o.

Dado un H-producto interno ( - ) en E, se definen (z, y); por (x,y) =

Demostracién. Es inmediato por la propiedad (y, z) = (z,y). ]

Proposicién. ( - )¢ es un R-producto interno en el R-espacio li-

neal subyacente (y por lo tanto (z,x)¢ es una norma), pero (y,x); =
—(z,y); para 1 =1,2,3.

PI‘OpOSiCiéD. <I7 y)O = <[E, y€1>1 = <x7y62>2 - <ZE, y€3>3' (ASI <'7 > estd

determinado por (-,-)o.) (-, -( Demostracién. Para a = 3 aze; € H

(a; € R), se tiene que Sc(ae;) = —a; cuando i = 1,2, 3. Apliquemos
esto a a = (x,y) para obtener Sc(z,y) = Sc({x, —ye;)e;) = —(x, ye;);.
[

Definicién. Una funcion T: E — H es H-lineal por la derecha si

(Vz € E)(Va € H) T(za) = (Tx)a. (Se dice que T es R-lineal si se
tiene con “(Va € R)” en lugar de “(Va € H)”.)

Proposicién. Sea T una funcién H-lineal por la derecha. Entonces
hay funciones T;: E — R que son R-lineales tales que T = Zg T e;.

Recordemos que un espacio de Hilbert (real) es un espacio vectorial
con producto interno tal que la métrica determinada por la norma
determinada por el producto interno es completa.

Teorema de Representacién de Riesz. Sea E un espacio de Hilbert
real. Sea T: ' — R una funcién R-lineal que es continua. Entonces
existe u € F tal que (Vo € E) Tz = (u, x)o. Tal u es unica.

Un H-espacio de Hilbert por la derecha es un H-espacio por la dere-
cha F tal que la norma || -|| determinado por su producto interno ( - )
es completa. Un ejemplo es L?(2,H), determinado por el producto
H-valuada

(r9) = [ Foav
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Proposicion. (Teorema de Representacién de Riesz cuaternionico)

Sea T': £ — H una funcién H-lineal por la derecha que es continua.
Entonces existe u € E tal que (Vo € E) Tz = (u, x).

Demostraciéon. Observemos que la norma || || = || ||o es la misma para
los productos internos ( , ), {, )o en el H-espacio E y su R-espacio
subyacente. Por lo tanto el espacio real es un espacio de Hilbert.

Por el resultado anterior, Ty = ScT" es R-lineal. Es continua porque
Sc: H — R es continua. Por el Teorema de Representacion de Riesz,
tomamos u € E tal que (Vo € E) Tox = (u, x)o.

Por la propiedad a; = — Sc(ae;) (i = 1,2,3) de cuaternios, y por la
H-linealidad de T, Tjx = — Sc(T'(x)e;) = — Sc T (ze;) = —To(xe;) =
—(u, ze;)o. Entonces por otro ejercicio anterior, Tz = —(u, ze?); =

(u, ;.

Combinando estos hechos para ¢ = 1,2,3 con el original para ¢ = 0,
tenemos T'(z) = Yo Ti(x)e; = Solu, x); = (u, ). O

Definicién. Se escribe = L y (H-ortogonales) cuando (z,y) = 0 €

H, y se escribe Ey = {y € F: (Vr € Ey) x L y}. Escribiremos
analogamente x 1o y (R-ortogonales) cuando (z,y)o = 0 € R, y
Ey'={ycE: (Vx € Ey) x Loy}

Los complementos ortogonales Fjy, EOLO siempre son subespacios li-
neales cerrados.

Proposicién. Sea Ey C E un H-subespacio por la derecha. Entonces

E+ = Ey°.

Demostracién. Claramente z € Ef = (Vy € Fy)(z,y) =0 =

(Vy € Eo){x,y)o =0 = x € Ey°. Asi Ef C Ey°. (Puede ser titil
pensar: “El cuaternio lleva més informacién que su parte escalar.”)

Ahora sea x € Fy°, es decir (Yy € Fy) (z,)o = 0. Por un ejercicio
anterior, para i = 1,2,3 tenemos (x,y); = (r,—ye;)o lo cual es 0
cuando y € Ey porque —ye; € Ey también. (jSiempre fijense que se
usen las hipétesis!) Por lo tanto en esta situacién “La parte escalar
lleva toda la informacién del cuaternio” y (x,y) = Zg@c, y); =0, 0
sea x L y cuando y € Ey. Por lo tanto EOLO C Ej y concluimos que
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los dos espacios ortogonales son iguales. O

Proposicién. (Teorema de proyeccién ortogonal.) Sea E un R-espacio
de Hilbert con producto interno (R-valuado) (-). Sea Ey C E un
subespacio (R-lineal) cerrado. Entonces cada = € E tiene una des-
composicién tinica x =y + 2z con y € Fy, z € Ej.

Proposicién. Sea E un H-espacio de Hilbert por la derecha. Sea E, C
E un H-subespacio por la derecha que es un subconjunto cerrado en
E con respecto a la norma || - ||. Sea x € E. Entonces existen y € Ey
y 2z € Ef tales que z = y + z, y que tal par (y, z) es tnico.

Este hecho se expresa como la descomposicién ortogonal F = Ey &
EL.

Un ejemplo es E = L*(G,H), Ey = L*(G,H) Nker D.



