9.1.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #9

OPERADOR DE TEODORESCU

Como siempre, 2 C R"*! es un dominio acotado.

Definicién. El operador de Teodorescu en {2 es

Tof(e) = | Buly =) ) 4V,
Se dice que Tq f es la transformada de Teodorescu de f en €.

Notemos que los valores de f en 9€) no afectan el valor de Ty f. En

general no es necesario que 0f2 sea suave para los resultados sobre
Ta.

Proposicién. Sea p > n+ 1. Sea f € LP(Q2,Cl(n). Entonces

(i) Para cada z € R™™| la integral Tq f(x) es finita.

(ii) To(z) — 0 cuando x — oo.
(iii) Sea p > n + 1. Sea f € LP(Q,Cl(n). Hay una constante C' =
C(€,p) tal que para f € LP(Q),

ITafllp < CllA;

Tof () — Taf (W) < C||flllz —y| @D/
para x,y € €.

En particular, Tg: LP(Q2) — LP(2) es un operador lineal acotado y
su imagen estd contenida en C°(().

Demostracién. (i) Primero examinemos la integral cerca de z:

/ Buly — )/ )|V, = — [ ly— 2" f@)|dV,
Br(z) g

n JB,(2)

lo cual por la desigualdad de Holder es

—qn 1/
< ( / ) ol



9.2.

donde 1/p+1/¢ = 1. Como q¢ = p/(p — 1) < (n + 1)/n, tenemos
gn < n+ 1, luego la integral es finita. Por otra parte, examinemos la
integral lejos de z:

1
/ Bu(y — 2)f(y)]dV, < = )]V, < oo
Q\Br(x) " Jo\B,(z)

porque f € LP(Q2) C L}(Q). Por lo tanto T f(z) es finito.
(ii) Tomemos R tal que Q2 C Bg(0). Para x > 2R,

11
Taf @) < -3 [ 110V

lo cual tiende a cero cuando R — 0.
(iii) Sea x € Q. El célculo de la parte (i) muestra que |To(x)| <
C1||f|l, para una constante C; que sélo depende de Q y p. Luego

Ty < ([ (@il av)" < Clfl,

Para la tdltima desigualdad, tomemos r tal que B,(z) C €. Conside-
remos y € B, s(x). Por el lema tenemos

’TQ—BT(z)f(?J)—TQ_BT(x)f(l')| < Cz’@/—x’(/ |Z—$|7(n+1)q dv)l/q

Q—By(x)

= —(n n 1
ch(/ P (n+1)q+ d,O) /q‘y_x‘

— Cng”qu—(nJrl)(q—l)/q — 03Hf|]q7"1_("+1)/p
porque |y — x| < /2. Pero Tof = lim, 0 To_p,(x)f puntualmente

por el teorema de Convergencia Dominada, lo cual da la desiguadad
destinada. N

Proposicién. Tof es monogénica por la izquierda en el complemento
RO\ O

Demostracién. Sea z € R"™!\ Q. Como la distancia de z a  es
positiva, E,(y—z) es acotada para y € 2. Como f € L'(2), podemos
diferenciar debajo del signo de la integral,

DTaf(x) = / Bo(Buly — ) f(y)) AV = 0.
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Por lo general, el operador T, aumenta el nivel de diferenciabilidad.

Lema. Sea f € LP(92,Cl(n)), p > n+ 1. Si f es continua, entonces
Tof es de clase C! y para 0 < i < n,

n+1

OTaf)(w) = =PV | 0.8,y =2) f0) Y, + &

Demostracién. Fijemos z € 2. Tomemos 7 > 0 tal que B,(z) C .
Por definicién del kernel de Cauchy;,

—(n— VouTop (@) = —(n—1) / Euly — o) f(y) dy

QN Br(z)

1
— 0,(———Vf(y)d
/Q\Br(ac) y(\y—fc\"*l)f(y) Y

(0, = derivada de Fueter en la variable y).

Primero hacemos tres supuestos para simplificar la demostracién y
quitarlos despues: que 0f2 es suave, que f es escalar-valuada, y quef
es continuamente diferenciable. Se convertira la integral de volumen
a una integral de frontera en lo posible, entonces aplicar 9/dx;, luego
volver a convertir a una integral de volumen.

Aplicar el teorema de Gauss a las funciones u and :

/u(@v) dV = —/(ua)vdv+/ uiv dS.
Q Q o0

Aplicarlo al dominio 2 \ B, (z):

To B, @) f(x) = i(r) + I — I3(r),

donde
R S (0N )
h(r)= (n—1)o, A\Br(z) ly — x|t W
o1 fly) =
= T = e 85
_ 1 fly) =
hir) = (n—1)oy, /BB,-(:C) ly — x|t ily) dSy-



:Puesto que

1
/ T dS, = r("l)/ dS =r~" V() = ro,
B (x |y - x|n Br(x)

y que f es acotada cerca de x, tenemos I3(r) — 0 cuando r — 0. Por
lo tanto

To B, @) f(r) =1L+ 1,

donde I; = I;(0). Ahora por las derivadas parciales calculadas ante-
riormente,

- | s onw as,
on = — | Hl ) as,

Por medio del teorema de Gauss,

Lo B 0TS, = [ o) @6

(Q~Br(x)) ly OB, (z ! |y

T / (LT pav,

~Br(z) ‘y - x‘n-i-l

lo cual nos permite calcular unas integrales,

Oi(Taf)(x) = Ly(r) + Is(r) + Is(r)

donde
1 Yi — Ty
L(r) = —— (0 dvj,
0= | L 0N,
1
QN Br(x)
. 1 y — T =
BOV= 50 s (0T 05

En el calculo de I5 usamos la definicion del kernel de Cauchy junto
con el hecho (0/0y;)u(y — x) = —(0/0z;)u(y — x). Ahora

1 (" w
= [ ] 0D ) (S dp = 0



cuando r — 0. Por definicién de P.V.[, tenemos el limite

L) — —Lpv. / BroEnly — ) f(y) AV,
G

On

cuando r — 0. Finalmente,

o0 Io(r) = /8 YT () () T) S, + / BT ) Ti(y) dS,.

B, (z) ‘y - $‘n+1 OBr(x) ’y - x’n+1

Como |u(y) — u(z)| < € para r pequeno, la primera integral tiende
a 0 cuando r — 0. Factorizamos la constasnte u(z) de la segunda
integral y aplicamos el teorema de Gauss:

u(x)/ Dpwii(2) dS,, = u(x)/ Opw; AV,
wedB1(0) weB1(0)
1

=u(z)o,e; [ ptdp
0
= n? lu(x) €.

De esto, 0;(To.f)(x) tiene el valor que dice el enunciado del lema.

Ahora, a quitar la restriccion que 0f2 sea suave. Hemos demostrado
el resultado para B,(x):

u(z)

ai(TBr(:c)f)(x) =-—PV. OiaBn(y — ) fy) dV, +e 1
B(x) n

Ademas,
0T N)a) = — | OBl =) S,
QB (x

porque el integrando no tiene singularidad en x, lo cual nos permite
diferenciar sin preocuparnos de la falta de suavidad de 0€2. Sumamos
las dos férmulas para obtener el resultado.

Hora, supongamos que f toma sus valores en Cl(n). Ya tenemos

0;Ta(fa) para cada A € 2", donde f = >, faea. Como 0; es un
“operador escalar”, al sumar tenemos la férmula deseada para 9,1 f.

Finalmente suponemos solamente f € C°(£2,Cl(n)). Se puede cons-
truir una sucesién de funciones g; € C(Q,Cl(n)) tales que g; — f
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uniformemente en €2 cuando j — oo. Entonces

(Tog;)(x) = P.V. / Euly — ) g;(y) AV},

0;(Taygj)(x) = — P.V./Q O0ixnEn(y — ) g;(y)dV, + e_l;j(x) )

El limite cuando 5 — oo da

(Tog;)(x) = (Tof)(x).
0:(Tog;)(x) — — PV / OiwEnly — 2) f(y) AV, + 7

y de esto se sigue que la convergencia es uniforme en una vecindad
de z. Asi {Tqg;} es una sucesiéon de funciones con limite uniforme,
cuyas derivadas parciales también tienen un limite uniforme. De esto
se sigue el resultado. O

Lo siguiente complementa la férmula 07q = 0.

Corolario. Con las condiciones del lema, (0 o Tg)f = f para f €
Co(9).

Teorema. Let f satisfy the conditions of Lemma ??. Then (9oTg)f =
f para f € C°(Q).

Demostracién. Por el lema,

n

ATaf)(x) =) e0i(Tof)(x)

1=0

_ _Ui Z e P.V./Q OBy — )] f) AV, + (n+1) u(z)

n+1
1 —
— PV DBy - ) F) Y, + ula)
n Q
= u(z),
por ser monogénica F,(x). O

Proposicién. 0 o Tq: LP(Q) — LP(2) es un operador continuo.

(se omite la demostracién)



9.4.

Proposiciéon. Férmula de Borel-Pompeiu en Cl(n).

(Foof)(2) — (Tad) f((x) = { ok s R \ 0

Demostracién. Primero sea z € Q. Tomamos B,(x) C €2, luego la

funcién y — E,(y — x) es una funcién monogénica de y. La férmula
de Gauss, con 7i(y) al exterior de Q \ B,(x) dice

/ Ey — 2)ii(y)f(y) S, = / E(y — 2)31(y)) dV,
9(Q—Br(z))

Q—Br(z)

porque OF = 0. El lado izquierdo de esta igualdad es

(Faof)o) ~ [ Bly—2)(-iis)(0) 5,

B, (z)

en el cual la integral es igual a (Fyp,(2))f(x) = f(x) por la férmula
integral de Cauchy. El lado derecho tiende a Ty, f(x) cuando r — 0.

Por otra parte, sea z € R"*\ Q. Ahora E,(y — x) es una funcién
monogénica de y en €2, luego la férmula de Gauss da

(Faof)(x) = / By — 2)ii(y)f(y) dS,

o0

- / E(y — )0/ (y) AV, = Taf(x). O

Nota. Cuando f es monogénica por la izquierda, la férmula de Borel-
Pompeiu se reduce a la férmula integral de Cauchy.



