8.1.

8.2.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #8

OPERADOR DE CAUCHY

Férmulas utiles. (z = Y"1 z;e;, € R", d =n+1)

0;x = e,
azfze_u
1 T;
Oy = P,
o~ Pl
De éstas,
or=n-+1,
0T =n+ 1,
1 T
0— =—
ET
— 1 €T
0 — =
ET
1 pn—p-1)
|z[P |z[P

La funcién kernel (niicleo) de Cauchy para R™! es la funcién R™*1-
valuada

-1 ) 1
(n = 1o, fa]t
para x € R"™'\ {0}. Nuevamente o, = vol, S™. Frecuentemente

cuando se habla del kernel de Cauchy se refiere a la funciéon de dos
variables F,(x — y). Tenemos

En(Q:) = (

1 T

U_n |x|n+1'

En(z) =

Proposicién. La funcién kernel de Cauchy E,(x) es monogénica por
la izquierda y por la derecha en R"™!\ {0}.

Demostracién. Se sigue del hecho que 1/|z|"! es arménicay 99 = A.



8.3.

8.4.

8.5.

Como |z| =1 en S™, una observacién sencilla es

1
/ E,(x)i(z)dS = — ——xdS=— 1ds =1.
" n Jjal= n Jiaj=1
Por lo mismo, f@BT(O) E,(x)fi(z)dS = 1 para cualquier r > 0 porque
vol, B,(0) = r"o, mientras que E,(rx) =r "E,(x).
(Similar para 7(z)E,(x).)

Proposicién. Dado un multiindice nonegativo ke Z", hay un po-

linomio ¢ de grado |lZ| +1en zg,...,,, paravector-valuada y una
constante Cj (ambos dependen de n) tales que

P, (z) = g5 ()
" |x|n+2|1€|+1‘

, C-
|0"E, ()] < E_
|| A

Serie de potencias para el kernel de Cauchy.

Teorema. Sean z,y € R"! con |z| < |y|. Entonces

1 ~

Eny—a)=Y (=" k!P;;(I) (0" En)(y) ()

m=0 |k|=m

donde la serie converge absolutamente. Converge uniformemente en
r € B,(0) cuando r < |y|, y uniformemente en y € R\ B,(0)
cuando r > |x|.

Demostracién. Ya sabemos que existe la representacion en serie en
alguna vecindad de 0 € R"*!. Se requiere extender a todo = € By, (0).
Expandemos

e Ti\2
|y—x|2=|y|2(1—2au+<‘ ) )

|y

[y
donde
[ -y
a = g, = cosang(z,y) = EInk



8.6.

los ceros t = a4iv/1 — a! del polinomio cuadratico 1 —2at +t2? estan
en la circunferencia unitaria en el plano complejo, luego para cada
€ (—1,1), hay una serie de Taylor

1
(1— 2at + t2)m=1/ Za”’” ’

que converge absolutamente para |t| < 1, y uniformemente en discos
més pequénos. Con t = |z|/|y|,

|y_x|n 1 Z |y’n+m 1 ‘ ’ ’
que converge cuando |z| < |y|.

Apliquemos 0 en la variable x:

On

n—l Za anm axy )|x|m)| |n+m 1° (**)

para |z| < |y|. En (%) los sumandos con funciones homogéneas de
orden negativo —(n+m) en la variable y, porque E,, es homogeneous
of order —n. En (%) observamos a, (g ry) = @nm(0,) parar € R,
r # 0; luego anm(s,) es homogénea en y de grado cero, luego los
sumandos son homogéneos de grado —(n + m — 1). Identifiquemos
sumandos homogéneos de orden comun,

On P my L
— 5 Pi(2) O En(y) = 0u(ani1m(0y))l2]™)

|y‘n+m

Las funciones del lado derecho son 1/|x| veces los términos en (xx)
para F,1(y — x), luego su suma sobre m converge para |z| € Bj,(0).
Por tanto la suma de la izquierda también converge.

La convergencia para y € R\ By,/(0) puede deducirse de los esti-
mados de 0*E,,. O

Estimados en R™*!, relevantes al kernel de Cauchy.

Lema.

(i) Sean a,b € Cl(n) paravectores. Entonces

| alb™ ™t = bla™™ | < la— o] oI+ [o] [1B" + > [bF |al" .

J=1



(ii) Hay una constante C' = C'(n) con la siguiente propiedad. Sean
x,y,z € Cl(n) paravectores, y sea

ly — x| > (1/2) min(|z — z, |z — y).
Entonces

Balz = y) = Bulz = )| < Cly — o] 2 = 2 0.

Demostracién. (i) Se sigue de

‘a|b’n+1 —b |a‘n+1 | S |a|b|n+1 . b|b|n+1 ‘ 4 ‘ b|b|n+1 . b|a|n+1 ‘

y la factorizacién de [b|"*! — |a|™ "1,

(ii) Primero calcular

o x‘nJrl _ y‘n+1

(z—y)lz (z—2x)|z—
RTINS L ey FVES

=—@y—a)lz—a"™ = (z—2)(lz — 2" = [z —y"").

Usando |dt~=*V/dt| = (n + 1)[t~"+?)| se obtiene del calculo dife-
rencial que

s~ D =) < (n 4 1) s — t] (min(s, ¢)) "2
cuando s,t > 0. En particular,

n—+1 1
2n+2 |y _ x|n+1 '

[z =" =]z —y""] <

Asi
zZ—y Z—x —(y—x)+(—( 1 1 )
R — z — .
< y=el tD o y=al
ly — x|
<C .
- |Z _ x|n+1
En la ultima desigualdad, usar
|z —a| <[z —yl+ly— 2| < (3/2)]z —yl. O



8.7.

8.8.

Con el kernel de Cauchy se definen varios operadores integrales. Sea
) C R un subconjunto abierto y acotado con frontera 92 suave.
Sea 7i(z) € R™™! el vector normal exterior a 99 en el punto z €
9. Consideremos a F,(z) como un paravector en Cl(n). Para f €
C(99Q,Cl(n)), x € Q se define el operador de Cauchy (operador de
Cauchy-Bitsadze)

Foad)) = [ Ealy = 0)il0)f ()05,

o0

Proposicién. Para f € C(92,Cl(n)), la funcion Fyq f es monogénica

por la izquierda.

Demostracion. Sea x € €. La distancia § de z a 0f2 es positiva. En

la vecindad V' = Bs/s(x) tenemos |y — x| > §/2 para y € 052, luego
usando el cambio del orden de diferenciacién e integracion,

0| Euy—2)i(y)f(y)dS, = | 0.(E.(y —z)ii(y)f(y))ds,
9] o0

Por lo mismo, el operador de Cauchy por la derecha [, f(y)7i(y)En(y—
x) dS, produce funciones monogénicas por la derecha.

El intercambio entre 0 y faﬂ en la demostracion anterior se justi-
fica como sigue. Escribimos Bs2(9Q) = U,cqq Bs/2(y). La funcién
E,(x,y) = E,(y — x) restringida a x € V, y € Bj»(0N2) es diferen-
ciable y tiene una matriz jacobiana

JE|($7y): ]Rn+1 X ]Rn+1 — C€(n)
La aproximacion lineal de E es
|En((y +w) = (x4 ) = (En(y — @) + Jel @y (v, w))| = ol|v] + w])

Aplicando v = hd;, w = 0 obtenemos

9 By — )| = o),

B,y = (o h80) = (Buly = o)+ -,

uniformemente en donde y varia una vecindad compacta de un punto
arbitrario de 9f2. Podemos cubrir el compacto 02 con un nimero

5



8.9.

8.10.

finito de vecindades en que el error de la aproximacion lineal es me-
nor que €, y con el minimo valor de h correspondiente obtenemos el
estimado en todo 0f). Finalmente, deducimos que

‘%(/@Q En(y — (x4 ho))i(y) f(y) Sy — ., En(y—2))ii(y) f(y) dS,)
a —
- /m 0z, (En(y —2)ii(y) f(y)) dS,| = /m o(|h])dS — 0
cuando A — 0. B

La hipédtesis de que 0f) sea suave puede ser relajada. Por ejemplo, si
0 es suave por pedazos en un sentido razonable (como la frontera de
un (n + 1)-cubo), de manera que el vector normal 7i(z) estd definido
salvo en un subconjunto de medida cero, la misma demostracién es
valida. También se puede aproximar €2 por un dominios mas pequenos
Q). con fronteras suaves, aplicar el resultado a ellos y pasar al limite de
las integrales correspondientes. De la misma manera se puede relajar
la condicién f € Cta f e L*® o f € L?

Proposicién. (Férmula Integral de Cauchy) Sea © C R™™! con fron-

tera suave. Sea f: Q — Cl(n) continua y f|o monogénica por la
izquierda. Entonces

Fo(flaa) = fla-

(Informalmente se dice “Fpof = f”. También se podria definir el
“operador traza” tr f = f|sq y decir Fyq o tr = identidad.)

Demostracion. Para x € €, consideremos r > 0 lo suficiente pequeno

que B, (z) C Q. Apliquemos el Teorema de Cauchy a f|, 5

(Foaf)(z) — (Fop,(x)f)(x) = 0.

Para ello, notamos que el vector normal 7i(y) que apunta hacia afuera
de este dominio en y € 0B, () se apunta hacia adentro de B,(x). Con
7i(y) entendido asf, — [, . En(y — 2)ii(y) dS, = 1, y al multiplicar
por la derecha por la constante f(z) podemos hacer la estimacién

(Fom o)) — f(2)] = ]— | B ()~ ) 05,

< sup |f(y) = f(z)] =0
0B, (x)



8.11.

8.12.

cuando r — 0, por la continuidad de f. Por lo tanto

(Fo)f)(z) = (Fop, @ f)(x) — f(x)

cuando 7 — 0. Como Fyq) f)(x) no depende de 7, se tiene lo afirmado.
]

Proposicién. Sean f; (j = 1,2,...) monogénicas por la izquierda

en un dominio @ C R™"! supéngase que f; — f cuando j — oo,
uniformemente en cada compacto K C 2. Entonces f también es
monogénica por la izquierda.

Demostracién. Sea z € €. Tomar r > 0 tal que B,(z) C €. Para

cada n, fj(2) = Fyp,()(f;)(2) for z € B.(x). Por hipétesis f; — f
uniformemente en el compacto K = 9B,(x). Nbtese que para z €
By jo(x) y y € 0B, (x), tenemos |y — z| > r/2, luegoo

De esta cota,

Falf — £)(2)] = LB(»EAy—@ﬁ@Mf@%—ﬁ@Dd%

< Gy e 1 = Alo)

— 0

cuando 7 — oo. Por lo tanto

FQ(f)(Z> = Fﬂ(f - fn)<z) + Fw(fn)(z)

cuando j — oco. En otras palabras, f(z) = Fo(f)(2) para todo z en la
vecindad B, ;(x) de =. Entonces f es monogénica por la izquierda en
una vecindad de = € 2 escogido arbitrariamente. Asi f es monogénica
por la izquierda en todo 2. O

Proposicién. (Férmula de Cauchy para derivadas) Sea f monogénica
por la izquierda en 2. Entonces

3(k0,k)f(x) _ (_1)k0+\12\ a(ko,E)En(y —2)ii(y) f(y) dS,z
a9



8.15.

Corolario. Las funciones monogénicas son de clase C*°. Las derivadas

parciales de las funciones monogénicas son monogénicas.

Corolario. (Estimado de Cauchy) Sea f monogénica en B, (z). En-

tonces con C} como arriba,

2 K\ C:: sup |f]
k < k

“Serie de Taylor en Cl(n)”

Teorema. Sea a € R™ r >0, y sea f: B.(a) — C{(n) monogénica
por la izquierda. Entonces f se representa por una serie infinita en
polinomios de Fueter, convergente en cada subdisco By/(a), 0 < r' <
r. Explicitamente,

f@) =3 1y Y %mx) 9% (0), (1)
m=0 [fl=m ™

para cada x € B,(a) y cada multiindice no-negativo k € Z". Los
coeficientes son

O (0) = /B (0)(3’3En)ﬁ Fds e ce(n).

Demostracién. Al considerar f(z — a) en lugar de f(z) suponemos
sin perder generalidad que a = 0. Por la férmula integral de Cauchy
en la expansion uniformemente convergente,

a _1)I&l .
fla) = [ 3D ELpw @ E)w) i) 1w s,

m=0|k|=m

(]

_ 1)l
(1) / L P @B ) 10) 45,

o
= N )

=Y S5 R [ @fmdasas
m=0 ‘E‘:m k' B,./(0)



8.1/.

que converge uniformemente en B,/(0). El valor de la integral se ob-
tiene aplicando otra vez la formula integral de Cauchy:

O £(0) = (0)F],_, /()
_ /B ) (02)F, o Buly — 2)ii(y) f () dS,

™

_ (—1)F /B (0)(6’5&) 7 fdS. 0

T

Un césco esférico, es decir, el dominio entre dos esferas concéntricas
(andlogo a un anillo), se denota por

By ro(a) ={x € R"™: 1) < |z —a| <1y}
= By, (a) En (a).
Cuando f es monogénica por la izquierda en un dominio que contiene

la clausura B, ,,(a), se tiene por el teorema integral de Cauchy que
el valor de la integral

/B " E,(y —x)fi(y) f(y)dS,

no depende del valor de r, siempre que r; < r < ry. Esto es porque
la frontera 0B,, ,,(a) tiene dos partes, y

) = o7

es el vector normal que apunta al exterior desde y € 0B, (a), mientras
que —7i(y) apunta al exterior desde y € 0B, (a).

“Serie de Laurent en Cl(n)”

Teorema. Sea a € R™™ 0 < r < r2, ysea f: B, ,(a) = Cl(n)

monogénica por la izquierda. Entonces f se representa por la suma de
dos series infinitas que convergen uniformemente en cada subconjunto

B, 41 (a), donde 7y < r} <1} < r. Explicitamente,

F@) =33 Pu@)ap+ > Y B (2)

m=0 |k|=m m=0g|=m



para cada = € B,,(a) \ B,,(a). Los coeficientes son

Demostracién. Trasladando la variable suponemos que a = 0 € R™*!,
Sea x € B,, ,,(0) arbitrario. Luego tomar radios r/, r} tales que r; <
r < |z| <71y <y ie, x € By (0)y By w(0) € B,y py(0). Porla
formula integral de Cauchy,

f(z) = /8 — E,(y —x)ni(y) f(y) dS,

— / En(y —2)7i(y) f(y)dS, — / En(y —x)7i(y) f(y) dS,
8By, (0)

9B, (0)

Como |y| < |z| para y € IB,,(a), podemos sustituir la serie de Taylor
para E,(y — z) en la primera integral. Como |y| < |z| para y €
0B,, (a), aplicamos la antisimetria del kernel de Cauchy,

Euly—1) = —Falz—yg)= -3 (-1 3 %P,;(y) (0°E,) ()

m=0 |k|=m
y se llega a la conclusion. O]
8.15. “Teorema de Runge en Cl(n)”
Teorema. Sea 2 C R™™! abierto con complemento conexo. Sea f
monogénica por la izquierda en 2. Sea K C () un subconjunto com-

pacto y sea € > 0. Entonces existe un polinomio monogénico por la
izquierda p tal que

[f(z) —p(z)| <e

para todo z € K.

(Se omite la demostracion.)

10



8.16. Sea g: 0f2 — R una funcién con una singularidad en z € 909Q. La
integral de valor principal de Cauchy sobre 0€) con singularidad en x
se define como

P.V./ g(y)dS = lim g(y)ds
0 =0 Joo\ B, ()

cuando este limite existe.

Lema. Sea 9f) suave. Entonces

1, ze€,
P.V./ E,(y —x)idS, = %, x € 01, B
o0 0, zeR"\Q.

(El “P.V.” sélo es necesario en el caso de z € 0f2.)

Demostracién. Para x € Q, es simplemente la afirmacion (Fpal)(x) =
1, la cual se sigue de la férmula integral de Cauchy porque la funcién
constante 1 en Q es monogénica. La afirmacién para x € R**\ Q
se verifica tomando R tan grande que Q U {r} C B,(0), es decir
x € Br(0)\ Q, y ademas |y — z|" < € cuando y € 9Q y = € OBg(0)
Luego aplicando el teorema de Cauchy a la funcién constante 1 en
B,(0)\ 2,

(Fo-mmn (@) =0.

De esto |(Fyal)(x)| < € con € arbitrario.

Sea ahora x € 0§2. Puesto que para r pequeno,

O(Q\ B,(x)) = (92 \ B.(x)) U (8B,(x) N 1)

y « es un punto exterior de 2\ B,.(x), por el caso anterior tenemos

(Foo-5,@m)L)(@) = 0.

Este operador es la diferencia de dos integrales. Cuando » — 0, la
integral sobre 09 \ B,(x) tiende por definicién al valor principal de
Cauchy que nos interesa. La segunda integral es sobre 0B, (x)N$, que
es aproximadamente una mitad de 95, (x), tiende a (1/2)(Fyp,(»)1)(x) =
1/2. Juntando estos datos, tenemos

1

0= P.V./ E.(y —z)ndS, — =
o0 2

11



8.17.

8.18.

como se afirmaba. O
La siguiente operacién se aplica a funciones g definidas en 0f2.
Limites no-tangenciales. Sea x € II C R""! un hiperplano.
Definiciéon. Un cono para Il con vértice en x es un conjunto de la
forma {z: dng(z — z,II) > ¢} par alguna constante ¢, 0 < ¢ < /2.

(El cono tiene dos mitades, uno de cada lado de II.)

El eje del cono es la recta por z en la direccién del vector normal

+7i(x). La condicién puede expresarse como ang(z —z,7(z)) < w/2—

o

Lema. Para y € Il y z en un cono para II con vértice en z, se tiene

Demostracién. Sean 6,,6,,0, los angulos interiores del tridngulo con
vértices en x,y, z. Por la ley de los senos,

ly —=2| senf, |z—=x[ senf,

ly —x|  senf,” |y—z| senb,

Se sigue lo afirmado porque dng(z — z,II) > 6, junto con la observa-
cion sent,,send, < 1. O

Definicién. El limite no-tangencial de una funcion f: Q2 — R en
x € 08,
n.t.lim f(y),

Yy—T

significa el limite de la restriccién de f a la interseccién de una ve-
cindad de x con el cono basado en el plano tangente a 02 en x. Se
puede restringir f ademads al interior or extorior de (2,

n.t.lim f(y),  ntlim f(y).
yeh yER3\Q

El limite no-tangencial puede existir aunque el limite normal no
g
exista.)

12



8.19.

8.20.

Definicién. El operador de Sokhotski para () es

(Saag)(z) =2P.V. /6 . E,(y — z)1i(y) g(y) dS,

para x € 0f).

Teorema. (Férmulas de Sokhotski, versién local) Sea g: Q@ — Cl(n).

Supongase que g es Holder-continua en el punto x € 012, es decir
lg(y) — g(z)| < Cly — z|P para algin 0 < p < 1 y todo y € 0N.
Entonces

n.t.;igr}c(Fagg)(z) = %((Sagg)(m) + g(x)),

zeQ)

2€RMI\Q

(En algunos textos se llaman formulas de Plemelj.)

Demostracién. Tomamos 7 tal que la interseccion de un cono con

B,.(x) esté dentro de €2, y también tan pequeno que los estimados
alz —z| <y — 2| < eoly — 2],

los cuales se tienen para y en el plano tangente a 02 en x, también
valgan para y € 02N B,.(z).
Por el estimado en | alb|"*! —bla|"™ | cona=y -z, b=y —zy los
estimados para z en el cono,

1 ly— 2"+ 37 ly — 2 ly — x*
|En(y—z)—En(y—:v)|§—|z—x| !

On ly — 2|y — x|+
S ilz o I’| |y - Z|n + Z? |y - Z|nc2_J _ ClZ B :U’ )
On ly — 2|ty — 2|+ ly — 2|
B c|lz — z|P/? |z — z|'7P/?
I e e [T (A e

al final porque |z — z| < (e2/c1)|y — z|. Introducimos la funcién

h(z) = / Bly—2)iits) (9) — 9() S,

13



8.21.

Separamos la cantidad h(z) — h(z) en en dos integrales, I; sobre
0Q N B,.(z), e I, sobre 02 \ B,(z). Para y € 0Q N B,(z), nuestro
estimado junto con la hipdtesis de la propiedad de Holder para g
muestra que el integrando de h(z) es acotado por una constante por

1

_opl=p2_ =
=4l ly — z|nP/2

lo cual es integrable con respecto a y sobre la subvariedad n-dimensional
00N B,.(x) puesto que el exponente en el denominador es menor que
n. Por lo tanto, I; es menor o igual a una constante por |z — z|. Para
y € 0Q\ B,.(z) tenemos |y—z|, [y—x| > r, luego | E,(y—2)— E,(y—x)|
es acotada y I también es menor o igual a una constante por |z — x|.
De lo anterior concluimos que h(z) — h(z) cuando z — x en el cono,
sea desde dentro de €2 o desde el exterior.

Observemos que para z € €, por la definicién del operador de Cauchy
y la formula integral correspondiente,

h(z) = Foag(z) — g(x),

mientras que por la definicién del operador de Sokhotski y el valor
del operador del Cauchy en la frontera,

(r) = 55mg(@) — 59().

Por lo tanto

. , 1 1
n.t.ll_r%(Fagg)(z) = n.t.ll_r% h(z)+ g(x) = ESagg(I) + §g(x)
z€e ze

Por otra parte, para z € R"1\ Q,

h(Z) = Faﬂg(z)a
lo cual da el valor deseado para n.t.lim(Fyng)(z) desde el exterior. [
Teorema. (Férmulas de Sokhotski, versién global) Sea g: 2 — Cl(n).

Supongase que g satisface la condicion de Holder con el mismo expo-
nente en cada x € 0€2. Entonces para todo = € 052,

lin (Fang)(5) = 5(9(2) + (San) &),
2€Q

14



8.22.

I (Fang)(2) = 5(~g(x) + (San)(@))
ZeRMHI\Q

que son limites de forma irrestricta, es decir, no se limitan a la apro-
ximacion no-tangencial.

Demostracién. Denotamos L(x) el limite no-tangencial de Fyag(z)
cuando z — z dentro de Q, asi 2L(z) = Spag(x) + g(z). Observamos
que se puede tomar un solo radio r > 0 en el argumento anterior para
todos los x € 012, y que los estimados que hicimos no dependen de .
Por eso el limite no-tangencial es uniforme:

1
|z — x| <9, zenel cono = |Fyqe:) — §(Sagg(z) +g(z))| <e

donde § no depende de x. Sea ' € 0f el punto mas cercano a z € Q.
Entonces

|Foag(2) — L(x)] < |Foag(z) — L(z")| + [L(z") — L(z)|.

Cuando z — 2’ en la direccién del vector normal, estd dentro de
cualquier cono, por lo que tendremos |Fyag(2z) — L(2')| < €/3 cuando
esté lo suficientemente cercano. Ademas

L") ~ L(@)| < 51Sag(x') — Song(@)| + 3la(x') — gz)

y cada uno de los sumandos es menor que €/3 cuando |z’ — z| es
pequeno, lo cual sucede cuando z estda cercano a x. El ultimo es
por la condiciéon de Holder en g, y el primero puede verificarse por
argumentos similares a los que ya hemos hecho. Por lo tanto L(x) es
el limite irrestricto de Fyng(z). La convergencia desde el exterior se

verifica de la misma manera. 0
Corolario. Sea g: 02 — Cl(n) que satisface una condicién de Holder.
Existe una funcién monogénica f en Q con flag = g si y sélo si

Ssag = g. Existe una funcién monogénica f en R"*\ Q con flog = g
siy sélo si Spag = —g.

Demostracién. Supéngase que f: Q — Cl(n) es monogénica con
valores g en la frontera. Aplicando la férmula integral de Cauchy en
la formula de Sokhotski tenemos los limites hacia la frontera

, 7 1
g= hmf = lim Fagg = 5(5899 + g)
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lo cual implica Syng = g. Reciprocamente, supongamos que Sgng =
g. La funcién f = Fjng es monogénica en (), y por la formula de
Sokhotski

, 1 1
lim f = 5(5699 +9g) = 5(9 +9) =9,

es decir g = fl|gq. La afirmacion para el exterior de ) se demuestra
de manera anéloga. O

Corolario. S3,9=g.

Demostracién. Escribamos L, L* para los limites de Fyq en 0€) des-

de el interior y el exterior de €2, respectivamente. Las férmulas de
Sokhotski dicen

L1 1
L+ L" = 5(Soag +9) + 5(Soag — 9) = Saayg.
Puesto que L, L* son por construcciéon limites en la frontera de fun-

ciones monogénicas en el interior y el exterior respectivamente, por
el corolario anterior SpqL = L, SpqL* = —L*. Por lo tanto

L= L" = 5(S5a9 + Soag) + 5(Sseg — Soag) = Siay-

Pero las férmulas de Sokhotski también dicen L — L* = g. [

Definicién. Las proyecciones de Plemelj P, Py, son

1
P = 5(1 + Spa).

Corolario. Py, es la proyeccién del espacio de funciones Holder-

continuas en Jf) sobre el subespacio de funciones que son valores
frontera de una funcién monogénica en ). P, es la proyeccién a los
valores frontera de funciones monogénicas en R"!\ Q. Estas projec-
ciones son complementarias:

(Pa+s2>2 = PaJrQa (Pa_ﬂ)2 = Pa_m Pg_QPB_Q = Pa_QPg_Q = 0.

Corolario. Sea f € C(Q2) tal que cada x € Q tiene una vecindad

V' C Q con frontera suave tal que Fyy f(y) = f(y) para todo y € V.
Entonces f es monogenica.
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