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FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS ~ #4

VOLUMEN EN R4

Para definir los operadores funcionales requeridos en el analisis de
Clifford es necesario usar integrales. Queremos abordar la cuestion
general de como integrar una funcién sobre una subvariedad k-dimen-
sional M* C R?. Definiremos “variedad” més adelante; mientras tan-
to observamos que hay tres casos faciles: k = 0, k =1, kK = d. Un

caso muy importante es k = d — 1 (por ejemplo, para el Teorema de
Cauchy).

k = 0. Una subvariedad de dimension 0 es una coleccion discreta de
puntos; el volumen 0-dimensional es voly({punto}) = 1. La integral
es la suma de los valores en los puntos.

k = 1. Una subvariedad de dimensiéon 1 es una curva; se puede pa-
rametrizar v: [0,1] — R? La definicién de longitud es aplicable en
cualquier espacio métrico,

voli () = long(y) = sup Z |y (tj41) — v(t5)]

donde el sup se toma sobre todas las particiones 0 =ty < t; < --- <
tx =1 del intervalo [0, 1].

En términos del calculo diferencial e integral, cuando v es diferencia-
ble se obtiene la longitud como una integral que es suma de aproxi-
maciones lineales, |y(t + h) — ~(t)| ~ |hy/(t)| dando hz;l:l 1Y (t5)]-
El elemento infinitesimal se representa poniendo dt en lugar de h:

long(2) = [ ).

El punto aqui es que podemos usar una féormula explicita

d
1/2
vol (v) = (3 Juil?)
i=1
para el volumen 1-dimensional (longitud) de un vector v = (vy, . .., vg)

en R?. Este es el hecho que nos permite expresar la longitud como
una integral.
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Luego para integrar una funciéon que esté definida sobre la curva, se
usa el valor de la funcién como un “peso” multiplicado por la longitud
infinitesimal al integrar:

jfdmh=47@wwmw

La curva parametrizada v puede escribirse en coordenadas como
Y(t) = (x1(t),...,zq(t)). Su vector tangente es

La integral sobre v con respecto a dx; es
[ = [ ro@an
gl

Se puede decir que esta integral “no ve” el movimiento de v in direc-
ciones otras que z;. Este tipo de integral tiene muchas aplicaciones,
por ejemplo en el Teorema de Green en el plano,

/ (89(:6711) _Of(z,y)
w Ox oy

)dxdy = /aQ(fdx—i-gdy).

Otro ejemplo son las integrales de lineas complejas § f(z)dz de la
variable compleja.

Cuando 7(s) = v(¢(s)) es una reparametrizacién de v (es decir, t =
©(s) es una correspondencia diferenciable 1-a-1 con ¢'(s) > 0), se

tiene
Af’dV\:Af\d7\> Afdmi:Lfd$i.

Una 1-forma diferencial es una combinacién lineal

d

w(z) = Z a;(x) dx;.

=1

La integral de linea correspondiente es

/z [atwan,
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Daremos una definicién més precisa de las formas diferenciales mas
adelante.

k = d. El d-volumen en R? es simplemente la medida de Lebesgue.

No se necesita conocer mucha teoria de medida para entender la defi-
nicion, pues se puede calcular el volumen por integrales de Riemann
en los casos que nos interesan. El d-volumen en el sentido de Lebesgue
se puede definir como sigue. Se supone que E es un abierto o cerrado
en R? y que E es acotado. El d-volumen de FE es por definicién

voly(E) = fnf p . p)
{{z0) A }n}

tomando el inf sobre todas las formas de cubrir £ por cualquier ntiime-
ro N de d-rectangulos de lados arbitrarios A¥) > 0 con esquina inferior
en los puntos z):

E C (@9 + ([0,h] x -+ x [0, hg))).

En particular voly([0, h]?)) = h%. Si E puede cubrirse por cubos de vo-
lumen total arbitrariamente pequeno, entonces E es de medida cero.

Para la integracion, el elemento infinitesimal es dV = dvol; =
dxy dxs - - - dzg que representa vol, para un rectangulo d-dimensional
infinitesimal [0, dz] X - - - x [0, dx4| trasladado a una parte apropiada

de F,
VOldE—/ dV—/ dzydey - dry
E E

en el sentido de Riemann o de Lebesgue. Hay muchas notaciones,
dz = dV = dV, = dV (z),

las ultimas siendo 1tiles cuando entran otras variables mas que x en
la discusién.

Mas sobre el volumen d-dimensional en R?. Es obvio que un traslado
E+a={z+a: x € E} tiene el mismo d-volumen,

VOld(E + CL) = VOld E,
porque

volg((z9) 4 [0, h]?) 4 a) = h® = voly((z) + [0, B]?)).
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Para aproximar subconjuntos que podrian apuntarse en cualquier di-
reccién (como los paralelopipedos), primero veamos el volumen de un
cuerpo rotado.

Teorema. Sea R € O(d) un movimiento rigido de R?. Sea E C RY.
Entonces voly(R(E)) = volg(E).

Demostracién. Es suficiente demostrarlo para el caso particular £ =
0, 1]%. Esto es porque de esto se seguird también para E = [0, h]?, y
luego para un E general, cubierto por 29) + [0, h]? con precisién € > 0
se cubre cada R(xV) + [0,h]?) = RzU) + R[0, h]¢ por una coleccién
RaU) + [0, h;]d con precisién €/27 y se hace cuentas para verificar que
el “error” voly(R(FE)) — voly(E) es arbitrariamente pequerio.

Ademas es suficiente demostrarlo para el caso particular

cos@ —senf 0 --- O

sen 6 cos@ 0O --- 0

R= 0 0 1 0
0 0 o --- 1

porque todo elemento de O(n) es composicién R = Ryo Ry -+ Ry de
tales movimientos o similares. Para R como arriba, con la submatriz
Ry € R**2 en la esquina superior izquierdo, y que deja fijos todos los
puntos de {0}? x [0,1]?72, tenemos

R([0, 1]d) = Ro([0,1]x[0,1]) x [0, 1]d72'
La afirmacién se reduce a verificar
vola( Ro([0, 1] x[0,1]) ) = 1 = voly([0, 1] x [0, 1]) (%)

pues con esto, dado el paralelogramo Ry([0, 1] x [0,1]) cubierto con
cuadrados traslados de [0, h]? con precisién €, se forma el producto
cartesiano de estos cuadrados con [0,1]972 (o hacer capas de altura
h) para formar d-rectangulos que cubren R([0,1]%) con precisién e.

La afirmacion () es bien conocida pues Ry es simplemente una ro-
tacién en un plano, pero de todas formas observamos como se puede
verificar desde las definiciones. Tenemos

Ro([0,1]x[0,1]) = P(v',v?)

4
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donde v = (cosf,sen ), v? = (—sen 6, cos ) y P(v!,v?) es el parale-
logramo con vértices 0, v!, v?, v! +v% Cubrimos P(v!,v?) por parale-
logramos (z;,y;)+ [0, h]?. Movemos algunos de los cubitos para cubrir
un paralelogramo con base 1/cosf y altura cos#, y luego movemos
otros para cubrir un rectangulo con la misma base y altura:

pd

Asi
voly P(v',v?) =

6 =1=vol 1 1
COS COS Vo 2([07 ]X[Ou ])7

y queda verificado (x). O

El problema que nos interesa es el k-volumen dentro de R?. El primer
punto es definirlo.

La definicién de voly P(vt, ... v*) para P(v!,...,v*) C R? es como
sigue. Para poder aplicar la definicién en un contexto un poco més
general, sea V¥ C R? un subespacio lineal de dimensién k, y en lugar
de P(v!,...,v*) consideremos £ C V*. Tomamos un movimiento
rigido R € O(d) de todo R? tal que R(V*) C R¥ x {0}¢*. (Para
construirlo, tomar una base ortonormal de V*, extenderla a una base
ortonormal de R%, y luego R es la transformacién lineal que envia
esta base a la base canénica.) Definimos

vol, E en R? = vol;, R(FE) en R¥.

En esta ecuacién, R(F) se refiere a la proyeccién de R(E) C R? al
primer factor R¥; es decir, R* “=" R¥ @ {0}¢~*. Para saber que vol,
estd bien definido, s6lo hay que verificar:

Lema. vol, R(E) en R* no depende de cual movimiento R € O(d)
que se escogit: si Ry, Ry € O(d) satisfacen R;(V¥) C R* x {0}4F
(j = 1,2), entonces vol, Ri(E) = voly Ry(E) en RE,

Demostracién. La composicién Ry o Ry' es una transformacién de
R? que deja invariante el primer factor R¥, en el cual es una isometria
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4.10.

y se representa por un elemento de O(R¥) (en efecto haciendo caso
omiso del complemento R4*). Por el Teorema, Ry o R conserva el
volumen k-dimensional en R*. O

Ahora que vol, P(v!,...,v*) en R? estd definido, tenemos algo que
se puede calcular.

Lema. Sea v* ortogonal a v!,... v¥~1 (todos los v* en R?). Entonces
volg(P(v!, ..., v") = |[v*| vole_y P(v!, ..., 0",
donde ambos voltimenes se toman en R,

Demostracién. Escoger un R; € O(d) que lleve (v!,... vF71) a
R¥1x{0} x {0}47%. Por la ortogonalidad, R;(v*) € {0}* ! xRxR4*,
Tomemos Ry € O(d) que deje invariante a R¥~1 x {0} x {0}4* y que

lleve a Ry(v*) a {0}~ x R x {0}%7*. Asi R = Ry o Ry satisface

R(v") € R x {0} x {0} (1<i<k-1),
R(W") € {0} x R x {0}* "

Nuevamente, cubrir R(P(v!,...,v*"1) con k — 1-cubos y tomar su
producto con pequenos intervalos en la k-ésima direccion para cubrir
R(P(v!,...,v*"1 o*). Finalmente, recordar que R conserva vol. [
Corolario. Sea § = angulo entre v* y el subespacio (v*, ..., vF=1).
Entonces

volg(P(v', ..., v")) = (Jv¥| sen @) vol,_; P(v?, ..., vF1).

Demostracién. Ahora la “altura” del paralelopipedo es |[v*|senf. [

Ejercicio. Sea V C R? un subespacio de dimensién k—1, donde k < d.
Sea £ C V cualquier subconjunto. Demostrar: vol(E) = 0.

El producto cruzado de d — 1 vectores en R? se define como sigue:
Cuando los vectores son linealmente dependientes, el producto cru-

zado es el vector 0 € R%. De otro modo, v! x - -- x v?~! es el vector v?
tal que v¢ L (v',... v?), y que [v?| = volg_; P(v',..., v 1), v con
vt ..., v? orientados positivamente (es decir, con la misma orienta-
cién que la base canénica 01, . .., 04).
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Teorema. Sean v',...,v% € R% Entonces

voly P(v', ..., v%) = |det(v!, ... ,v%)|.
(Esto significa | det(v})].)

Demostracién. Por induccién en d > 1. Para d = 1, vol;(P(v')) =

long ([0, v!]) = |[v!] = | det(v})]. Con d > 1 vectores, nuevamente rotar
de manera que v', ..., v¥"t C R4 x {0}. Tienen coordenadas
i

vt = (v, ... vk 1,0) = (v50), vieRITL

Dado que la rotacién conserva el (d — 1)-volumen, tenemos la siguien-

te relacién entre volimenes en R? y en R*™": volg_y(v',... 0% ") =
volg_1 (v, ..., v¢=1) = |det(v!, ..., v¥1) | por hipdtesis de induccién.
Observemos que la tltima entrada v¢ de v? es la componente ortogo-
nal a v',...,v* ! Por lo tanto el Lema nos dice
vol, P(v!, ... v%) tem (|v?| sen @) vol,,_; P(v',...,v*h)

2 (Jv?] sen 0) | det(v7, ..., v4 1) |

= |vd] | det(v?,. .., v41)|

= |det(v',...,v%)|.

La ultima igualdad viene de expansion por la tltima columna en

) O A
viowvs ... w3, 0
: : : : 0
d-1 ,n—1 d—1

vld de . v?fl Od
vf of Lo v, vy

Corolario. Sea E C R?, f: E — R? differenciable. Entonces

voly(F(E)) = /Edet Ty (@)] day -+ dag

donde J¢(z) es la matriz Jacobiana de f en el punto = € E.

.Se podria haber deducido esta férmula de cambio de variable de in-
tegral sin haber hecho el anélisis geométrico del volumen de la imagén

7
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del paralepipedo infinitesimal [0, dz;] x --- x [0, dz4| bajo la trans-
formacién lineal J¢l|,?

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #5

FORMAS DIFERENCIALES

Sean v',--- ,v¥ € R?. El producto exterior v' A---Av* es una expre-

sién equivalente a otro producto £o! A --- A 9% cuando

Span({v',...,v*}) = Span({@',...,9"}) y ademais
vol, P(v!, ..., v") = vol, P(¢',...,0%).

14 2

El signo es “4” cuando la orientacién es igual, de otro modo es “—".
)

(La nocién de orientacién requiere que sean linealmente independien-

tes)

Claramente v* A« - -A(rv?) - - - AvF = rol A- AV AR 0T AE = —02A
vl. Esta tltima regla implica v’ A v* = 0. Los productos exteriores de
los vectores candnicos d1,...,0, generan un algebra similar a la de

Clifford salvo por los valores de los cuadrados; se llama el “algebra
exterior”. Veamos los detalles en el contexto de las diferenciales.

Formas diferenciales. Antes de investigar cémo definir integracion en
conjuntos de dimension k con 1 < k < d, damos las propiedades
principales de las formas diferenciales.

Una k-forma bésica en R? es un producto exterior de k diferenciales,

con i; < iy < --- < ij. Para cada punto dado z € R?, se forma un
algebra sobre R generada por la “O-forma” igual a 1 (es decir el con-
junto {i1,...,i4} es vacio) y las 1-formas dxy, dzs, ..., day (es decir
{i1,...,iq} tiene un solo elemento), de manera andloga a la definicién
de las algebras de Clifford, pero con la regla de multiplicacion

dei A dl‘j = — dl'j N dfﬂl
para todo 7, (no s6lo para i # j). Las otras reglas son naturales,

(r1+ro)w =rw+rw, (rw) Awy=w; A (Tws), 1Aw=w,
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wl/\(w2—|—@2) :wl/\w2+w1 /\(;)2,

etc. Por la asimetria de la multiplicacién, dx; A dx; = 0, y en con-
secuencia toda k-forma bésica con k > d vale cero. Una forma di-
ferencial general “puntual” es una combinacién lineal de k-formas

bésicas
w = g asdxg

Ag2n

con aq € Ry en donde se usa la notacién
dzy = da;, A dag, A -+ A day,

cuando A = {iy,d9,... ik} con i3 < iy < --- < {i. Sin embargo,
comunmente no hace mucha falta considerar formas de grado mixto,
sino que nos limitamos a las k-formas, en las cuales los A en la suma
tienen una misma cardinalidad |A| = &, que es el grado de la forma.

Un vector tangente es un operador lineal R-valuado en el espacio de
vectores. Dada f definida en una vecidad de z € R? entonces f
define un vector cotangente llamado df|, por medio de la derivacién
direccional,

dfla(v) f(x +tv).

ot

Un ejemplo especial es cuando f(z) = z;, que escribimos “f = x;”,
la funcién que selecciona de un vector v/ = ) v70; su i-ésima coor-
denada. Como z;(x + tv) = z; + tv;, tenemos

dl’i (’U) = V;.

El valor de una k-diferencial aplicada a una lista ordenada de k vectores

vt vF es

(dl’il Adx, Ao A dxik)(vl,v27 L. ,Uk) =
> senm)fVur® - f® e R,

i1 i2 ik
T

Para cada j, se considera a v/ = (v, ..., v}) como un vector columna,
y la sumatoria es sobre m € Perm(k).

Cada vj-' es el valor de la aplicacién de dz; a v?. Por lo tanto, una

1-diferencial es lo mismo que un vector cotangente.

9
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Ejemplo de una 2-diferencial: dz; A dz, aplicada a (v!,v?) da

(do A dag)(vh,v?) = vivs — viv,.

Proposicién. La accién de una k-differencial en una lista de vectores
es lineal en cada vector por separado (“multilineal”).
Corolario. (dzy A--- A dag)(vh, ..., v%) = det(v!); ;.

Corolario. Sea w una d-diferencial en R%. Sea A € R%*? Entonces

w(Avt, ... Av?) = (det A) w(v?, ... v%).

Finalmente, una k-forma diferencial definida sobre un subconjunto
E C R? es simplemente una funcion que asocia una k-forma a cada
punto de E:

w(x) = Z as(z)dza.

|A|=k

De acuerdo con las caracteristicas de las funciones coeficientes a4 se
puede decir si w es continua, diferenciable, etc.

Decimos que dx;A dz; es el elemento de area (o volumen 2-dimensional)
en R2.

Ejercicio. dwz; A day A das es el elemento de drea en R3.

La accién de las k-diferenciales sobre las listas de & vectores es lineal
en cada variable:

(dag, A dagy A+ A dag ) (08 0% el 4700 b)) =
r(dag, A dzg, A A dag, ) (0h 0% 0l k)
+ F(dwy, A dagy Ao A dag, ) (00?0 oR).

Ejercicio. Dadas formas w,w’ de grados k, ¥/,

(AW, Pt =

1 S (@, ) (oD el

191
pp- o€Perm(p+p’)
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5.7.

6.1.

Una funcién F: O — Q5 C R?, con Qy C RY, transfiere formas en 5
en formas en ; (pullback). El ejemplo més sencillo es para 0-formas,

F*(a) =aoF.
expresando F' en coordenadas como F' = (FY,..., Fy). De esto

En general, para una k-forma en €y,
(F*w)(vh, ..., 0") = w(Fo!, ... Fab),
donde el vector F,v (ahora con el asterisco abajo) se define como
Foo=Js

y J; € R™4 es la matriz jacobiana de F,

OF;
I = <8xj)i,j.

d (9E
al'j

Ademas

F*(dz;) = de; = dF, = d(F*z;).
i=1

Si G: Q5 — Q3. entonces
(GoF)*=F*oG"

(aunque (G o F), = F, 0 G,).

Proposicién. F*(wy Aws) = F*(wy) A F*(w2).

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS ~ #06

INTEGRACION

Ahora daremos una definicion de integral que abarcard los subespa-
cios de dimensién intermedia.

Una subvariedad de dimensién k en R? es un subconjunto £ = M =
MP* C R? (tipicamente conexo) que es la unién de pedazos que pueden
ser parametrizados individualmente por k variables reales:

x=x(ty,... t) = (x1(t),...,2q(t)) € MF

11
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Se requiere que la correspondencia t <> z sea un difeormofismo en
el sentido de que es diferenciable, 1-a-1 y que para cada valor de t

las derivadas parciales 22 92 son vectores linealmente indepen-

At Oty

dientes en R?.) Se puede manejar los “pedazos” de diversas maneras.
A menudo se supone que son abiertos, pero entonces para usarlos a
definir integrales se tiene que tomar en cuenta los lugares donde se
traslapen. Aqui supondremos que M es compacto y hay un nime-
ro finito de pedazos, que son cerrados en M con sus interiores (en
la topologia relativa) disjuntos, y la interseccién de cualesquier dos
pedazos es de k-volumen cero. Con esta ultima condicién podremos
definir una integral en M como la suma de las integrales sobre los

pedazos.

Asf una curva v es una subvariedad de dimensién 1.

Ejemplo. Un ejemplo de una subvariedad de dimensiéon k = d —1 (es

comun decir “de codimensién 1”) es la n-esfera
S" ={z = (vg,71,...,7,) € R |2] =1}
en R"*! es decir d = n+1. Podemos usar dos pedazos, S" = ETUE",
Et={zeS": 20>0}, E ={ze8": z,<0}
La interseccién es el ecuador S"' = {z € S": x5 = 0} y como

Sl C R = R¥! sabemos que vol,(S"!) = 0. Luego definimos
las dos funciones parametrizadoras

Pty t) = (L= )72, o, ),
=1
O (b, t) = (—(L= D )72, ),
i=1

En E* tomamos z = p=(t).

Para facilitar la definicién de integral supondremos que M C R? se
forma de un solo tal pedazo y que t = (t1,...,t;) varia dentro de un
rectanguloide [0, hy] X - -+ [0, hy] C RE.

Los vectores tangentes a M correspondientes a la parametrizacion

12
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son

@_(% %)
oty ot T o
@_(% %)
oty 0t 7 ot

Asi (9z/dt;)|, € RY.

Definicién. Sea w una k-forma definida en M* C R™. Entonces la
integral de w es

ox ox
w o= [ o ZE,, 25, ) dty - di.
/M /t /t '“”(%'t atk“) P

Una forma de entender la definicion de f W es que se forman para-
lelepipedos infinitesimales k-dimensionales P (g—ﬁAtl lty -y g—’t”gAtk|t)
dadas por la parametrizacion, que son buenas aproximaciones de M
localmente. Luego se integran las partes de estos paralelepipedos que

la k-forma w “si ve”.

Los desplazamientos escalares At; se factorizan por la multilinealidad:

Ox Ox Ox Ox
W(a—tlAtl, ce 8_tkAtk) = W(a—tl, ey a_tk)Atl .. Atk

lo cual da el integrando a nivel infinitesimal.

El valor de la integral no depende de la parametrizacion, hablaremos
de esto mas tarde.

El volumen k-dimensional de la subvariedad M se obtiene integrando
la k-forma de volumen para M, wy, definida por

wy(dvt, ... doP) = £ volp(do?, ..., doP)

donde el signo + es el signo de la orientacién del movimiento rigi-
do con que se lleva (v',...,v*) a R* x {0}¢* con la parametri-
zacién que se aplica para calcular la integral. Esta ambigiiedad de
signo es la razon que se puede definir la integral solamente sobre
las variedades orientadas, es decir que todas las parametrizaciones

13
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x(t1,...,t;) tienen que ser compatibles en el sentido de la orienta-
cién, en los puntos comunes de distintos sistemas de coordenadas: la
composiciéon de una parametrizacién con la inversa de otra, donde
esté definida, tiene que ser una transformaciéon de vectores t € RF
que preserve la orientacion.

En subvariedades de dimension 2 y 3 en R? escribimos
dS = dvol,, dV = dvols.

Para dimensioén 1 la longitud de arco a veces es ds = dvol;. También
escribimos dS = dvoly_;, dV = dvoly,

Se integra una funcién sobre M “con respecto al volumen k-dimensio-
nal” (o longitud, drea de superficie, ... ), multiplicando la forma de
volumen por la funcion:

i/Mfdvolk = /MfwM.

Asi el volumen de M se obtiene con f = 1. Se puede obtener por
reduccion Gaussiana y tomando un determinante.

El hecho de que voly, vol; y vol,, fueran los k-voltimenes “mas faciles”
en R? corresponde a que las O-formas, las 1-formas y las n-formas
sean las mas sencillas. Entre las dimensiones restantes, veremos que
las d — 1 formas siguen en grado de complejidad.

La diferencial dw de una k-forma diferencial w es una (k + 1)-forma
definida como sigue. La diferencial de una O-forma, que es simple-
mente una funcién f, es la 1-forma

d

df =>" of da;.

i=1 Oz;

Para k > 2, dw esta determinada por la regla

d(w1 VAN WQ) = (dw1 A wg) + (—1)k1w1 VAN d(.OQ

14



donde w; es una k;-forma. Por ejemplo,

A (dxy A dag) + a(ddzy) A deg —adzy A dda
(dl’l A d(l)g)

/\ dxz) (dzy A dag)

d:z:l A dxy A dxg

dxl A dzg A dx;.

I
w

(Si d = 2 entonces el resultado es 0.)

Mas generalmente,
d(adz;, A dxiy, A+ A day,) =

Z (( 1)#{IJ i<i} gx )dx“ A dzg, Ao A da A--- A dag,.
i¢{i;}

o en forma mds compacta (suponiendo iy < iy < -+ < i),

0
d(adzs) = Z (( 1)#{J€A j<z}aa ) Az aupsy-
igA

Con esto se puede calcular d aplicado a cualquier forma diferencial
expresada en términos de formas bésicas. Pensando en x; como la
funcién que envia z a la i-ésima coordenada z;, tenemos d(z;) = dx;.

Ejercicio. Para cualquier forma diferencial w, ddw = 0.

Proposicién. F*d = dF™.
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0.7.

Demostracion. Primero consideramos una 0-forma a:

d(F*a):d(aoF):ZaaOF da; = ZZ(M aF)da;j

J

da OF; da
Z(a$] ° ) 7 al'j dx] Z(ax] ° )d !

) e — 5
= F*(da).

Antes lo probamos también para 1-formas basicas, F*( dz;) = d(F*x;).
Ahora supongamos inductivamente que el resultado es cierto para to-
das las formas w de grado k. Cualquier forma diferencial de grado k+1
es suma de formas como dxz; Aw, y

F*(d(dz; ANw)) = F*(ddx; Aw — da; A dw)) = —F*(dx; A dw)
= —F*(dx;) A F*(dw) = = d(F*x;) A d(F*w)
= dd(F*z;)) AN F*'w — d(F*z;) A d(F*w)
= d(dF*z; A F*w)
= d(F*(dz;) N F*(w))
= d(F*(dz; Aw)).

Para formas generales el resultado sale del hecho para las formas
bésicas. ]

La operaciéon F* es importante porque cuando Z es una reparametri-
zacion de x, es decir, T = z o ¢ donde p: (s1,...,s,) — (t1,...,tx)
es 1-a-1 y diferenciable, entonces

dz = ¢*(dx).

(En algunas técnicas del célculo se escribe di = dz.) Con base en
este hecho se verifica que f W no depende de la parametrizacion de

M.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS ~ #£7

TEOREMA DE STOKES Y CONSECUENCIAS
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7.1.

7.2.

Sea 2 C R? un abierto acotado, cuya frontera 9 es una (d — 1)-
variedad diferenciable (o una unién finita de (d — 1)-variedades, pue-
den ser diferenciables por pedazos). (No habra confusion al usar el
mismo simbolo 0 tanto para el operador de Fueter como para la fron-
tera, por aparecer en contextos distintos.) Sea w una (d — 1)-forma
diferenciable en 2 que se extiende continuamente a la frontera. Pon-
gamos la orientacién en 02 para la cual el vector normal

% X X Oz
6t1 8td_1

apunta hacia afuera de 2. El Teorema de Stokes dice que

/ w:/dw.
o0 Q

No es necesario que 0f) sea conexo. (El Teorema también es vali-
do para k-variedades y (k — 1)-formas en R? para k < d, pero no
necesitaremos este hecho.)

Especificamente, con la notacion
di/lf\lz dxl/\/\ d.Ti,l/\ d$i+1/\"'/\ dfﬂd

(“dV con el factor dz; omitido”), podemos expresar cualquier (d—1)-

forma como .
W= Z fi da;,
1
(es conveniente escribir f; y no fi,; = ,) v su diferencial es la d-forma
dw = FdV (%)
donde F = 3% (=1)i=1(8f;/0x;).

Bosquejo de la demostsracion. Nos interesan lase (d — 1)-formas dz;.
Notamos

‘ ~ (—=1)1 dvoly, =7,
dz; A dz; = { 0. it (1)

Lema. Sea w una (d — 1)-forma en E = [0,1]? C R3. Entonces

/aEw—/dw

17



Demostracién. La frontera OF se formas de pares de caras (d — 1)-
dimensionales opuestas Sii, ortogonales a los vectores basicos candni-

coS <i
={(t1, ..., tiz1, 0, tiny, ..., ta},
:{(tla ceey z 1 1, ti+1: ey td}a
con 0 <t; <1, luego

d
oE = J(5;7 ush).

i=1

Damos orientaciones opuestas en SZ.i con vectores normales hacia
afuera de F. Las dos parametrizaciones

Rdil 2 {(tla R ti*l? ti17 LR td)} — S"Li

difieren entre si por una reflexion en un plano que bisecta E. Esto
implica que en la integracién,

[e=2e0 ([ - [ )

=1

Fijemos 7. Por la definiciéon de integral,

d

(f; dz;) = )it afﬁ d A A7
awam = [ 3

/ //Z 1 (G (o d@) (G 5 ) et
[ [ (G ew) ((nndmGE 50 ) an

en la ultima igualdad omitimos los términos para j # i pues son 0.
Para evaluar el producto exterior, notemos que para el cubo, 0z /0t;

siempre es o biens 0 o bien algin ¢, luego

ox ox ox ox ox

8t77(1)) xl(atﬂ—(g)) x 1( ) .Z'.|_1( ) xd(atﬂ—(d)

da;
il 8t7r(z)

)

Otr(iv1)

es cero para cada permutaciéon m € Perm(d) salvo por la que lleva
(1,2,...,d) a (i,1,2,...,i— 1,i+ 2,...,d). Por lo tanto, todos los

18



sumandos en el producto exterior se anulan salvo uno, y ese suman-
do contiene el signo (—1)""!, que cancela el signo en las integrales
calculadas previamente. Esto deja

[ atgazy= [ [ Loty a

Despejamos la integral sobre el intervalo 0 < ¢; < 1, y la evaluamos
con el Teorema Fundamental del Célculo, tomando en cuenta las
orientaciones en las caras opuestas:

/ (fidz;) = / /(/0 gi: (t))dti) dty - dty_y dtipy -+ - diy
:// (filz(tr,...,1,... )

— (fiatrs e 0, 1)) by gy dbigy - dty

OF

donde la ultima igualdad se tiene porque |[ ¢+ fidZ; = 0 cuandon
J

i # j. Finalmente, puesto que la (d — 1)-forma w puede expresarse
como suma de d formas basicas, sumamos las igualdades para obtener

ém_iéam@_imﬁ@_&w

Indicamos como se podria completar la demostracién del Teorema
de Stokes con el Lema. Supongamos primero que M se parametriza
como una sola pieza, x: £ — M. Traemos las formas diferenciales al
espacio de parametros E mediante la parametrizacion z y aplicamos
la regla“F*d = dF*” tanto en el interior como sobre la frontera:

[ aw= [ - [aww) - [ sw=] v

Cuando M se forma de varias piezad parametrizadas, las integrales
sobre las partes comunes de la frontera se cancelaran, dejando la
integral sobre la frontera. En cambio, las integrales sobre los interiores
de las piezas sumaran a la integral sobre M.

19



7.

Forma diferencial de volumen de codimensién 1 con valores en para-
vectores.

Ahora trabajaremos en dimension d = n + 1.

El motivo principal de haber hablado de volimenes y de formas dife-
renciales es para la siguiente construccion. Introducimos la siguiente
n-forma diferencial paravector-valuada en R"*! C Cl(n),

n

wo =Y (=1)"dZ; e

i=0
donde dz; = dzg A -+ A dx;_1 A dxjpq A--- A da,. Tenemos
dw,, = 0.
Proposicién. Para v!,... v € R*T
€h €1 - €Ep
1,1 1
wa(v', .. 0") = det U:O 1):1 : Un =vl x - x ™
PR

El determinante significa la expansién segin las reglas conocidas,
tomando nota que todas las entradas conmutan aunque no sean todas
escalares. El valor del determinante es un paravector que se identifica
con un elemento de R™™! que se afirma que es igual al producto
cruzado.

Demostraciéon. Primero,

dZ/U\Z'(’Ul, e ,Un) =

Z (sgn o) dzo(v?™) - -+ da_q (v V) dagy, (07 D) - -+ da, (v ™)

o€Perm(n)

— (sgn a)vg(l) = -vf_(a_l)vfﬁ) = -vg(”).
o€Perm(n)
De esto,
wa(vh, 02, .. 0") =
i o(1 o(i—1) o a(n
—1)'e; Z (SgnU)Uo( - 'Ui—(l )Ui—&(-l) ey )
1=0 o€Perm(n)
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lo cual es igual al determinante (n+1) x (n+1) referida en el enuncia-
do, representada en expansién por menores sobre el primer renglén.
Esto demuestra la primera igualdad.

Puesto que la i-ésima entrada de w,(v',v? ...,9™) como elemen-
to de R™™! es lo mismo que el coeficiente de e; (que se identifica
con ¢;), el producto punto de un vector arbitrario w € R™™! con

wn (vl 0%, 0") es
w
n ’Ul
w-wn(vl,UQ,...,v”):Zwi [wn (v, 0%, .. 0™)]; = det : ,
i=0 :
UTL

es decir, se obtiene sustituyendo e; con w; en el determinante. Se sigue

que wy, (vt v?, ..., v") L o' para cada i = 1,...,n. Ademds, por ser

w, una funcién multilineal alternante,
1,2 n 15 27 nyg
wn(v,v,...,v):wn(g vicsi,g Ui5i7~--,§ Ui5i)

= det(v', ... ,v”)wn(gl, L 0n),

— —

y como wy (01, ,...,0,) = €g, tenemos
wa(vh 0?0 v = det(vh 0L 0"
= vol, P(v',v%, ..., 0") = o' x v® x -+ x 0"
De esto se sigue que +w,(v!,v? ... v") es igual al producto vectorial
vt x 02 X e x um,

-

Para determinar el signo, consideramos el caso particular v* = ;.
Entonces

W1, 0n) = Y (—1) T8, .. Bn) e

=1
= (_]‘)0 dffo(Sl, s 7XN) €o
=1

Como w,, es una continuous function en (R”“)n, el signo siempre es
((+’7 D
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7.5.

7.6.

Sea M C R™"! una subvariedad de dimensién n, parametrizada por
x(t) = (zo(t), z1(t),...,z,(t)) donde t = (ty,...,t,). Con base en es-
ta informacién se puede calcular la n-forma diferencial dS = dSy(x)
para M, que satisface

dS(v',...,v") = vol, P(v',... v")

para vectores vt ... v" tangentes a M en un punto x € M. (No se

define dS para z € R""\ M, y la relacién arriba no se satisface para
vectores que no sean todos tangentes a M en un mismo punto.) El
volumen n-dimensional (“hiperdrea”) de M es [,, dS'y la integral de
una funcién sobre M es [, fdS.

El volumen n-dimensional de la esfera S* C R"*! es
o, = vol,S" = / ds.

Se puede demostrar que

27T(n+1)/2

I'((n+1)/2)

Op =
pero no necesitaremos este hecho.

Proposicién. La integral de la potencia |z|~F sobre la bola de dimen-

sién n + 1, B** C R™™ es finita si y solo si p < n + 1.

Demostracién. Observemos que vol,(rS™) = r"g,. Por lo tanto

el volumen entre dos esferas concéntricas cercanas es vol,,1(((r +

dr)B" 1) \ (rB"*1)) ~ (0,r")5dr, es decir dV = r"dr dS. Luego

1
/ |x| 7P dV—/ (/ r? dS) dr
Bn+1 0 rSn

_ [ (e Vdp — — 20 pntl-p|!
=/ rP(r'o,) rin+1—pr ‘o

para p # n + 1. (La integral es un logaritmo when p = n + 1.) Esto
es finito precismente cuandon + 1 —p > 0. O

Lo mismo se tiene para la integral de |z|~? sobre cualquier abierto
que contiene a 0 € RY.
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7.7.

7.8.

Un vector normal a M en el punto z(t) es ortogonal a todas las
derivadas dx/0t;, por ejemplo

ox " " ox

oty ot,,
Al dividir esto por su valor absoluto obtenemos el vector normal
unitario 77, que es independiente del sistema de coordinadas (salvo que

dard —7 para coordinadas que difieren por un cambio de orientacién).
Lo escribimos como un paravector,

n(x) = Z ni(x)e;.

Proposicién. w, = 7dS en M. Es decir, si v!,...,v" son tangentes

a M en z, entonces w,(vt,...,v") =ndS(v!, ..., v") en z.

(A veces se dice que 7 dS es “el elemento de superficie paravector-
valuado”.)

Demostracién. Para v!,...,v™ tangentes a M, son ortogonales a 7.
Usando d = n + 1 en los resultados sobre el volumen,
vol, 1 (v, ..., 0™ @) = || vol, (v!, ..., v") = dS(v', ... v").
Cuando v!, ..., v" son linealmente dependentes, w,, los envia a 0, tam-
bién lo hace 7 dS. Cuando son linealmente independentes, existe una
parametrizacién z(t, ..., t,) tal que Ox/0t; = v'. Por la proposicién
sobre w, y la definicién de 7,
(833 ox ) ox " " ox |
Wp(l=—,...,=—)=|=— X+ X —| 7.
Se sigue que w, (v, ..., v") =ndS(vt, ... v"). O

Consecuencias del Teorema de Stokes

Proposicién. (Teorema de Gauss para 0.) Sea Q C R™! un domi-
nio acotado con frontera suave de conectividad finita. Sea 7i(z) el
vector normal a 02 apuntando al exterior en x € 0. Sean f,g €
C'(Q2,Cl(n)) (diferenciables en el interior, continuas hasta la fronte-
ra). Entonces

Fiigds = [ ((72)g + (@) v,

o0
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Demostracion. Como célculo preliminar,

n

df/\wn—deZ dxzez—Z(—l)idf/\ dz; e;

1=0
; YA dT; e = ; ar, dV e;
= (f9)av

y de forma similar w, A dg = (dg)dV. Ahora podemos evaluar la
(n + 1)-forma

d(fiigdS) = d(fwng) = df A (wng) + f d(wng)
=df ANwpg+ fdw, g+ (=1)" fw, A dg
= ((f9)g + f(9g))) dz + f dwn g

y como dw, = 0 la afirmacion se sigue del Teorema de Stokes con
w = frigdS. O

Corolario. (Teorema de la Integral de Cauchy) Sea 2 C R"™! con
frontera suave. Sean f,g: 2 — Cl(n) continuas con f|o monogénica
por la izquierda, g|q monogénica por la derecha. Entonces

f(@)i(z) g(z) dS = 0.

o0

Corolario. (Férmula de Green para d.) Con las mismas hipdtesis
sobre Q C Ry con f € C*(Q),

/m(f(?)ﬁds - /QAde.

Demostracién. Usar f0 en lugar de f y 1 en lugar de g en el Teorema
de Gauss, notando 00 = A. O]

24



