3.1.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS  #3

ANALISIS HIPERCOMPLEJO

La teoria de la variable compleja puede describirse a partir del sis-
tema de ecuaciones de Cauchy-Riemann para funciones f(zg,x;) =

(fo(l"o,fﬁl), f1($o,$1)) de R? en R?:

9f _ 0/
8;1:0 N 81’1’
oh __0f
6x1 N 8950'

A partir de estas ecuaciones diferenciales se pueden llegar a diver-
sas conclusiones para funciones f que satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

1. La integral de linea de f alrededor de una curva cerrada que
encierra un area donde esta definida f, es cero. Por lo tanto
las integrales de linea de f alrededor de un curvas cerradas
homotdépicas en un area donde esta definida f, son iguales.

2. Cuando se introduce un algebra en la cual (zg,z1)(yo,y1) =
(xoyo — T1Y1, Toy1 + T1Yo), la funcién (fy, f1) puede expresarse
localmente en términos de una serie de potencias de (zg, x1) con
coeficientes en esta dlgebra.

3. En el contexto de esta dlgebra, f es aniquilada por el operador

simbdlico
9 9
8:60 ’ 8:1:1

4. El operador simbdlico anterior compuesto con el operador
0 0
8300 ’ 8%1

(A,0)

donde A es el laplaciano. Por lo tanto las funciones fo(xg, 1),
f1(zo, 1) son arménicas.

produce



3.2.

Hay muchas otras propiedades interesantes que son consecuencias
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Lo méas importante es tener
presente que lo anterior no describe el orden en que la teoria de la
variable compleja fue descubierta. Se empezd con el punto 3, y a
partir del algebra se fueron descubriendo las propiedades. (Riemann
s desarroll6 mucha de la teoria en este orden, pero sélo después de que
una gran parte fue descubierta a partir de las “variables complejas”.)

Escribimos
_ E : er.
8:1:k

Usaremos el simbolo 0 para definir dos operadores diferenciales so-
bre las funciones diferenciables f: 2 — Cf(n), donde Q C R"*! es
cualquier dominio, como sigue. Escribimos elementos € R"*! como

paravectores,
n
T = (To, X1, ...,Tp) = g Ti€;.
i=1

Expresamos f en coordenadas de Clifford como
v) =Y fa(x)ea
Ae2n

donde cada f4(z) es una funcién real-valuada de n + 1 variables.
Decimos que f es de clase C" cuando todas las f4 son de clase C".
La funcion df se define como

=3 (50 _zz (O e
= €2

En esta expresion se aplican las reglas del algebra de Clifford, es decir,
exea es igual a tep para algun B € 2", y se combinan los términos
con el mismo B. Asi 9f: R® — Cl(n). Se dice que se ha aplicado J a
f por la izquierda. Hay un operador analogo por la derecha:

2\ 6’fA
fa N ].;Z:% al’k Z Z 8$k ekeA

k=0 Ae2n

Se define el operador conjugado (en el sentido de las algebras de
Clifford) 0 de la misma manera, con el simbolo

8:50 Zﬁ_lik "



3.3.

0, 0 se conocen como operadores de Fueter u operadores de Moisil-

Teodorescu o de Cauchy-Riemann.

Para conveniencia se puede escribir
n
- 0
0=>"0, b=
5 Oz;
=1

(a veces llamado operador de Dirac) y d = 8y — 8, 9 = 9y + 0.

Definicién. f se llama monogénica por la izquierda cuando Of =

0, y monogénica por la derecha cuando fO = 0. También se dice
hiperholomorfa u holomorfa o a veces regular en lugar de monogénica.

Ejercicio. W =f0,

Estas son las funciones que se estudian principalmente en el analisis
de Clifford. La ecuacién 0f = 0 es un sistema de 2" ecuaciones reales
en derivadas parciales lineales simultaneas de primer orden, analogo al
sistema de dos ecuaciones de Cauchy-Riemann en variable compleja.

Existen variantes en la definicién de 0, por ejemplo omitiendo el
término (0/0zg)f o bien (9/0x1s. ,)f, por lo que en cada conver-
sacion es necesario precisar cual definicién de 0 se estd usando.

f=ro.

—

Ejercicio. Para a € Cl(n) constante, d(fa) = (0f)a, O(fa) = (0f)a,

(af)0 = a(f0), (af)0 = a(fD).

Ejercicio. (Se puede expresar J(fg) en términos de df, dg?

Proposicién. Aplicado a funciones de clase C2, tenemos 09 = 00 =

Aeg donde A es el laplaciano en R™ !

Como A no lleva ningin e;, su aplicaciéon a una funciéon que toma
valores en Cl(n) es por separado en cada componente, es decir,

Af = (Afa(@)ea = fA.

Ae2n



3.4,

Demostracién. Para las funciones f de clase C?, tenemos

o2 f 02 f

&’L‘i@a:j N 8333(91’1

Por lo tanto
_ a "9
00 = (e~ e g+ o
92 o2 o2
~ oz Z D0z T Z D0y FO

B Z Z c%cké?:cl ndm

k=1 =1

La segunda y tercera sumandos se cancelan, y el cuarto es igual a

n a 2
B ; 895 Z 8xk8xl G

k;él
0? 0? 0?
N Z 8_%2660 * Z Oxk&vl exer + Z &vk@ml kel
k=0 k<l k>l

y los dos tltimos sumandos nuevamente se cancelan. Combinando
obtenemos A. La demostracion para 00 es casi igual. m

Este es el primer ejemplo en que la extrafia definicién de multiplica-
cién en algebras de Clifford produce algo realmente interesante.

Corolario. Las funciones monogénicas (por lo menos las de clase C?)
son arménicas. (Es decir, cada componente es arménica.)

La funcién identidad f(z) = x no es monogénica en C'(n), n > 1. Més
generalmente, tampoco son monogénicos los monomios z". Cuando f,
¢ son monogénicas, su composicion go f no tiene que ser monogénica.

No existe una nocién totalmente natural de “polinomio Clifford”. Por
ejemplo, uno puede considerar polinomios por la izquierda o por la
derecha SN a,2™, SN a"a,, con a, € Cl(n) o formas més comple-
jas con sumandos agraix - - - va,. Para fijar terminologia, considerare-
mos primero unos polinomios muy generales, que son los polinomios
en rg,ry,...,T, en lugar de polinomios “en z”: un monomio real
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3.5.

3.6.

es axgzy - -xin con a € R. Es conveniente usar multiindices i =
i, 11,1, € Z" y El grado del monomio es |i| = ig + i1 + +--i,. Un

polinomio homogéneo de grado m real-valuada es una suma

Lt L ot in
E :aix = § Qig,i1,in Lo L1 Ty,

i (10,1,-+-in)

con az € R, y con cada |i| = m.

La coleccion de polinomios en xg, x1, ..., T, homogéneos de grado m
’ m . . .
se llamara Poli +1- Un polinomio en xg, x1, ..., %, es una suma finita

de polinomios homogéneos.

Finalmente, un polinomio C/(n)-valuada es una funcién ) , .o, pa() €4
donde cada ps es un polinomio real en xg,x1,...,%,. Su grado es
el mayor grado de los p4. Es homogeneo de grado m cuando ps €

Polgi)l para cada A € 2".

Ejercicio. Encontrar todos los polinomios homogéneos de grado 0,1
y 2 con valores en CI(1), Cl(2), CI(3) que son monogénicos por la
izquierda. (Pista: hay 2" de ellos de grado 0.)

Una razén por la cual son importantes los polinomios homogéneos es
la siguiente.

Proposicién. Sean p,, € Pol™, (Cl(n)) ysea f = XN pn. Sidf =0,
entonces Op,, = 0 para cada m. Similar para f0, of, f0y Af .

Demostracion. Tenemos Zﬁzogpm = 0, Jp,, € Polgﬁil) (Cl(n)),
luego dp,, es la parte homogénea de grado m del polinomio 0. Asi
Opy, = 0. O

(Lo mismo se tiene para sumatorias infinitas f = >~ pn, que con-
vergen uniformemente. )

La generalizacién natural de “derivada” como

lim ' (f(x +h) — f(z)) o lm(f(z+h)— f(x))h*

h—0 h—0

no produce un concepto razonable en las dlgebras de Clifford distintas
de R o C, ain cuando se limita el concepto de limite a valores de h



para las cuales las inversas h~! siempre existen. (Veremos més sobre
esto después en el contexto de los cuaternios.)

Veamos c6mo son las derivadas direccionales de funciones R"*! —
Cl(n). Las variables de Fueter aparecerdn de forma natural en la
siguiente discusién. Sea f: Q — Cf(n) de clase C!, con 2 C R*™,
Consideremos una curva suave z: (—¢, €) — . Entonces la siguiente
expresiéon toma valores en Cf(n), la derivada direccional

d{L‘k dt
= dxo " dry dxo of
—afﬁ+2(ﬁ g ) o

Proposicién. Si f es monogénica por la izquierda, entonces para
cualquier h € R,

i L2 = S@) SN 00

t—0 t 1 a k

n

Si f es monogénica por la derecha, el limite es Z g_xfk(hk — erho).

El punto clave es que el limite depende de h, no sélo de f y z.

Demostracién. Tomemos una curva lineal, z(t) = x(0) + ht, luego
dxo/dt = hg, dxy/dt = hiex. Entonces

df (z + th)
dt

of

_ ho 8f —+ Z hk — ekho)axk

k=1

para todo t € (—e, €). Si Of = 0, al integrar, obtenemos

f(ar(t))—f(:v)z/o df(;(t)) dt =3 (hi — exho) (%fk( (t)) dt.




3.7.

Como 0f /0zy, es continua, para t pequeno el integrando es uniformen-
te cercano a (0f/0zy)(z(0)), y la integral es arbitrariamente cercano
a t(0f/0xk)(x(0)). La demostracién es similar para f0 = 0. O

La féormula en que se basaba el resultado anterior podria escribirse
en forma mas concisa como

df = (gf)dl'o + Z(dl’k - ekdl‘o)ﬁ

xr
k=1 Oy,

Dado x € R"*! las variables de Fueter correspondientes a z son

2z = x — xoer € Cl(n) (1 <k <n).

Normalmente se piensa en z = z;(x) como funciones de x. Asi tene-
mos

of

df = (0f)dxo + > d .
If = (0f)dxqo ;Z’faxk

_ " Of
= (f0)dxy + ——dz,.
(f)xo ;axk 2k

La coleccion zq,...,z, son paravectores con un coeficiente comun
xo en la parte vectorial correspondiente. Si conocemos z1, ..., 2, con
esta propiedad, podemos recuperar x = (xg, z1,...x,) con o = el
coeficiente vectorial de cualquier zy, y £, = Sc z; para k > 0. Tenemos
err + xep = —22z;.

Ejercicio. Las variables de Fueter z; son funciones monogénicas de x

por la izquierda y por la derecha. De hecho, las potencias 2} de las
variables de Fueter son monogénicas.

De esto, cualquier funcién de la forma

l(x) = Z 2k

con a € Cl(n), es monogénica por la izquierda, y si

n

l(x) = Z g2k

1



3.8.

entonces ¢ es monogénica por la derecha. Esto da la esperanza de
usar las variables de Fueter en lugar de los monomios para lograr algo
andlogo de las series de potencias. Son funciones que son lineales por
la izquierda (derecha) “como funciones de z;” (habria que precisar
en qué espacié estén los z), pero no como funciones de x: en general

zi(az) # azp(x).

Ejercicio. Cualquier polinomio de grado 1 en C/(n) que es monogénica
por la izquierda es una combinacién lineal por la derecha de variables
de Fueter z.

Las variables de Fueter sirven para definir los polinomios de Fueter.
Siempre x € R"*! se considera como paravector. Estamos interesados
en potencias de las variables de Fueter z;,. El simbolo Z se usara en
productos de potencias de la siguiente forma

gk — Zicl .. ‘Zrkln’
consideradas como funciones de x. En esta notacién k = (ki,...,k,) €
7" es un multiindice, por el momento siempre k1, ..., k, > 0. Se es-
cribe |k| = ki + -+ + ky.
La definicién de Z* depende del orden natural z;, zs,.... Como la

multiplicacién no es conmutativa, y como por lo general Z* no es
monogénico, hay que simetrizar sobre todos los posible érdenes.

Primero, dado k € Z™, considerado como una lista de exponentes, le
asociamos otro multiindice, la lista de indices correspondiente, j =

(jl, - ,j|k|) S Z'kl

Ji=J2=""=7Jr =1,
Thitl = Jkit2 = =" = Jhitko—1 = 2,
Ikt = = I = Jjfy = -

Asi la lista j tiene sus primeras k; entradas iguales a 1, sus siguientes
ko entradas iguales a 2, etc. Por ello 7k = Zjn gyt Zig Es posible
que alguno de los indices k1, ..., k, sea 0, luego dicho indice no genera
ninguna entrada en jy ningun factor en el producto 2 k.

Sea Perm(m) el grupo de las m! permutaciones de {1,2,...,m}, y
para o € Perm(|k|). Permutamos los elementos de j y promediamos

8



3.9.

los productos para definir los polinomios de Fueter en Cl(n),

1
Pp(z) = W Z Zioy " Fi) (x € Cl(n)).

o€Perm(|k|)

En particular, cuando k; = ky = --- = k, = 0, escribimos k=0 y
tenemos un producto vacio,

P@(ZE) =1
para todo x. Si alguno de k, ..., k, es negativo definimos Pj(z) = 0
por convencién. Sea 5; = 0,0,...,0,1,0,...,0) € Z™.

Entonces Py € Polgiq. (Homogéneo de grado |k| en n + 1 variables.)

Cuando trabajamos con las funciones monogenicas, la ecuaciéon 0f =
0 permite deducer el valor de dy f cuando conocemos 9; f) (1 < i < n).
Por eso muchas férmulas no requieren la derivada con respecto a xg.
Asf ponemos lal convencién que la suma de un 6; € Z™™ (i > 0) con
un multiindice k € Z" se define omitiendo el 0 inicial en (i

Et6=(ki, ..., kit1, ..., kn).

Teorema. Sea k € Z".

() kPp(x) = S0 kiPr_g (2)z = o0y kiziPy_s () ;

(1) X2 kiePpz, = D1y kiPrsei s

(1) (a) g0 Pp=— i kiePr s = — 2oy kiPy_s.ei
== i ?9_7;?61' == i 61(?9_7:?-

(b) %PE = kiPr_s, (1 <i<n);
Por la férmula (IIla), los polinomios de Fueter son monogénicos por

la izquierda y por la derecha. La (I) es una férmula de recursién,
es decir, expresa Pj en términos de polinomios de Fueter de grado

k| — 1.

Demostracién. (I) Sea m = |k|. Por definicién,

n
m!PE(x) = E : Zie) " Rha(m) — E : E : Zie1) " Rho(m—1) 7

o€Perm(m) =1 {0 jo(m)=i}



Observemos primero que las permutaciones se pueden distinguir segtin
adonde envian el dltimo fndice en j: Perm(m) = U/ {0: jo(m)=i} €s
una unién disjunta en la cual el i-ésimo conjunto tiene (m — 1)‘k
elementos. Esto es porque hay k; valores de t tales que j; = i, y
quedan m — 1 valores en {1,...,n}\ {o(m)} a permutarse en forma
arbitraria. (Naturalmente, >  (m — 1)!k; = ml.) Segundo, observe-
mos que Jo(1) - * * Jo(m—1) €S Una permutacion arbitraria de la lista de

indices correspondiente a k— 5 Lo mismo sucede cuando se agrupan
los términos por los en que j,(1) = 4. Por lo tanto

n

ml Py(e) =D (m = ki Pe g 2= 3_(m = Dlki Py
i=1

=1

y al dividir entre (m — 1)! obtenemos la afirmacién.

(IT) Al sustituir z; = x; — xoe; en la igualdad de (I), se cancelan los
términos k;x;P_s . luego se divide lo que queda por zo, dejando la
afirmacion.

(III) Por induccién. Consideremos la afirmacién (b). Es cierto para
k| = 0 pues OPg/0x; = 0y Pg_s, = 0. Supongamos que (a) es cierto
cuando |k| = m — 1, y consideremos k con |k| = m. Aplicamos 8/9z;
a (I) para expresar Py en términos de polinomios de Fueter de grado
m — 1, a los cuales se aplica la hipdtesis inductiva:

0 - 0
kla—xi% = ; i (Pr_g,2)

:ij< azl ZJ+Pk68J)
J=1
La hipdtesis de induccién dice (con 7,5 > 1):
877,;_% B kiP,;_gj_gi, i # 7,
axi (kl - 1)PE_2517 L= j?

y claramente 0z;/0x; = §;;. Por lo tanto hay que separar los términos

10



entre ¢ = j y @ # j, y luego aplicar la expansion para P;_5 :
) .
Ikl 5P = (D ki(kiPr_s _5) 2z + ki((ki = DPp_gs) z1) + > kiPr_s 05
! J#i J=1
=D (k= 8);Pg_5)-5,% + kiPi_s,
j=1
= ki([k] = )Py 5, + kiPy_,
= kiPp_o5,-

La parte (b) se demuestra por induccién de manera similar. la dife-
rencia principal es usar 0z;/0xg = —e;. O

Corolario. Los polinomios de Fueter son monogénicos por la izquierda
y por la derecha.

Ejercicio. Los polinomios de Fueter toman sus valores en los paravec-
tores: P : R — R+,

Ejercicio. Calcular todos los polinomios de Fueter de grados 1y 2 (en
términos de las variables de Fueter, y en términos de x).

2.10. Sea k = (ko, k1, . . ., ky) un multiindice. Su factorial k se define como
KL= kolky! - - k).

Ast k! < [K]N.

Proposiciéon. Los polinomios {P;} son linecalmente independientes
en el espacio lineal por la izquierda C*°(R"*! C/(n)). También en el
espacio lineal por la derecha.

Demostracién. Por definiciéon Pj; es una combinacién lineal de pro-
ductos de variables de Fueter de la forma

(xja(l) - xo@jau))(xja(g) - erjo(Z)) T (xja(m) - xo@jau))'

Este es un polinomio homogéneo C¢(n)-valuado de grado |k|. El tinico
monomio en este producto que no contiene un factor de xg es

_ ki ke kn _ ok

=X, Ty T =2,

Loy Tioy """ Lo n

11



3.11.

(de acuerdo con la relacién entre iy E) De hecho, este factor estd en
la parte escalar, y la suma de estos k! términos da el término

Ahora consideremos una relacion de dependencia lineal
Z 'PE(J})CLE =0
E

con coeficientes constantes o € Cl(n). La parte homogénea de cada
grado de esta sumatoria es cero, luego podemos suponer que todos
los multiindices son del mismo grado |k| = m. Aislando los términos

con x* tenemos
xtap =0,

por lo que a; = 0 para todos los k de grado m. Como resultado, los
Py son linealmente independientes. O

Ejercicio. |Pr(x)| < |z1[F -+ |z [fn < |afF.

Podemos usar multiindices para denotar composiciones de derivadas
parciales:

o =k ok,

(Aplicadas a funciones de clase C, el orden de derivacién no impor-
ta.)

Proposicién. Sea p € Polgz)l (Cl(n)) monogénico por la izquierda. en-
tonces p(x) puede expresarse de manera tinica como una combinacién
lineal por la derecha de polinomios de Fueter de grado m:

plz) =Y Pix)ag

|E|=m

con coeficientes a; € Cl(n) dados por



Demostracién. p(tz) = t™p(z) € Cl(n) parat € R, >  O;p(te)r; =
mt™ p(z), lo cual evaluado en t = 1 es la férmula de Euler para
funciones homogéneas,

Z x10;p(x)eg = mp(z).

Pero por hipétesis dp = 0:

Z Oip(x)e; = mp(z).

Restando,
210ip(x) = mp(z).
i=0
Sea |k| = m. Para cada i, d;p € Pol" 1 (Cl(n)), luego
Z zjlajlajzp(x) = (m - 1)aj2p(£€),
Jj1=0
etc. Luego

23 Ej%-zmn-emmmzmwm,

Jj1= =0 Jm=0

O sea

mlp(z) = Z Zjy e zjmﬁjp(x).

j

En la correspondencia j < k tenemos & = 0F. Sumando sobre o €
Perm(m):

mip(x WHEZEZ%ﬂ> (g ()
T oml ( DD Fel Zaum)) &p(x)
j o
1 i
=D Pilx)0"p(x)
i

13



3.12.

(cada k € Z™ aparece k! veces). Ahora, 8Ep(m) es una derivada de
orden m de un polinomio de grado m, luego es constante, igual a
ok (z) = 0%(0). Finalmente

= 3 Pela) 0000,
|k|=m

que es combinacion de polinomios de Fueter, y es tinica por la inde-
pencia lineal. O

Cualquier funcién real analitica en una vecindad de 0 € R™! tiene
una serie de Taylor. Para k € Z", ky € Z no negativos, escribimos

gFok) — gk 9 (ko,F) 808k

La serie de Taylor real es

Ko,k
fay=3" > w6 egp
m= 0k0+|E|
con
1
ok )
oy = 0RO

Si f ademas es monogénica por la izquierda, también lo son sus partes
homogénicas, que se expresan con polinomios de Fueter:

ZZk,m '1(0),

m= 0|k|

que converge en una bola centrada en 0 € R"". En esta férmula
hemos eliminado las derivadas con respecto a x.

(Se demostrara después que las funciones monogénicas son real-analiti-
cas.)
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