
FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS #1

ÁLGEBRAS DE CLIFFORD

1.1. Las álgebras de Clifford tomaron su inspiración en el álgebra exterior
inventada por H. G. Grassmann.

En el álgebra exterior se considera un “producto” v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk
de vectores vi ∈ Rn. Este producto representa en principio el parale-
leṕıpedo P (v1, . . . , vk) = {

∑k
i=1 tivi : 0 ≤ ti ≤ 1} ⊆ Rn, excepto que

se le considera equivalente a otro producto w1 ∧w2 ∧ · · · ∧wk cuando
el subespacio lineal de Rn generado por los vi, es decir

⟨{vi}⟩ = Span({vi}) =
{ n∑

i=1

tivi : ti ∈ R
}
,

es igual a ⟨{wi}⟩, y además los dos paraleleṕıpedos tienen el mis-
mo volumen k-dimensional. (Esto aplica cuando la orientación de
(v1, . . . , vk) 7→ (w1, . . . , wk) se conserva. Cuando se invierte la orien-
tación hay un cambio de signo, por ejemplo v1 ∧ v2 = −v2 ∧ v1). Esta
noción de “producto” facilita el manejo de volúmenes de uniones de
paraleleṕıpedos, que luego facilita el manejo de integrales sobre sub-
conjuntos k-dimensionales de Rn.

Como ejemplo, si w1 = cos θ v1 − sen θ v2, w2 = sen θ v1 + cos θ v2, las
reglas del álgebra exterior verifican que w1 ∧ w2 = v1 ∧ v2.

1.2. Un álgebra sobre R es un conjunto que tiene estructura de anillo
(se pueden sumar, restar y multiplicar elementos con las leyes de
asociativa y distributiva), y además admite una multiplicación por
elementos de R que también es compatible con la estructura de anillo:

r(x+ y) = rx+ ry, (r + s)x = rx+ sx,

r(xy) = (rx)y = x(ry), (rs)x = r(sx).

Se debe tener presente que la multiplicación en xy no es la misma
que en rx.

1.3. Las álgebras de Clifford surjen del deseo de multiplicar vectores: con-
sideremos elementos básicos e1, e2, . . . , en (que podŕıan ser la base

1



canónica δi = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn, o bien cualquier base de
algún espacio vectorial V ). Aśı las combinaciones lineales

∑
tiei (o

sea, otros vectores) también van a estar en el álgebra de Clifford. La
multiplicación tendrá que crear otros elementos

e1e1, e1e2, e1e3, . . . , e1en,

e2e1, e2e2, e2e3, . . . , e2en,

e3e1, e3e2, e3e3, . . . , e3en,

...

ene1, ene2, ene3, . . . , enen,

pero no todos los productos son distintos. Se requiere eiej = −ejei
cuando i ̸= j:

e21, e1e2, e1e3, . . . , e1en,
−e1e2, e22, e2e3, . . . , e2en,
−e1e3, −e2e3, e23, . . . , e3en,

...
−e1en, −e2en, −e3en, . . . , e2n.

Para definir e2i necesitamos hablar de la unidad multiplicativa e0 del
álgebra de Clifford (e0 no es un vector, sino otro tipo de elemento):

e0ei = eie0 = ei

para todo i (inclusive i = 0). A veces se escribe e0 = 1, pero no hay
que confundir el 1 del álgebra de Clifford con el 1 de R.

Los cuadrados de los elementos básicos pueden definirse de diversas
maneras. Por ahora tomaremos e2i = −1, (realmente e2i = −e0) para
i ≥ 1. (Esto es diferente del álgebra de Grassman, en donde v∧v = 0.)

1.4. Para que el álgebra sea cerrada bajo la operación de multiplicación,
tiene ser posible multiplicar elementos básicos cuálquier número de
veces. Un producto totalmente general seŕıa

ei1ei2 · · · eik
donde k es cualquier número natural, y eliminamos cualquier e0 que
aparezca, es decir suponemos 1 ≤ ij ≤ n.

Si k > n, entonces hay por lo menos un ı́ndice repetido: ij = ij′ . Se
puede aplicar eiej = −ejei repetidamente para llegar a un producto
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con dos ı́ndices consecutivos iguales. Por ejemplo,

e1e3e4e2e3 = −e1e3e4e3e2 = e1e4e3e3e2.

(Realmente se tiene que aplicar la ley asociativa y otras, como
e1e3e4e2e3 = (e1e3e4)(e2e3) = (e1e3e4)(−e3e2) = −(e1e3e4)(e3e2),
etc.)

Los pares de elementos repetidos se convierten en −e0 y luego se
puede quitar e0:

e1e4e3e3e2 = −e1e4e0e2 = −e1e4e2.

Por esta razón todo producto de elementos básicos del álgebra de Clif-
ford es igual a ±1 por algún producto de no más de n elementos
básicos.

Se puede refinar este hecho un poco más: se puede hacer que los
ı́ndices estén en orden creciente:

−e1e4e2 = e1e2e4.

Los productos que se obtienen de esta forma son los llamados
elementos puros,

0 : e0,

1 : e1, e2, e3, . . . , en,

2 : e1e2, e1e3, . . . , e1en, e2e3, . . . , en−1en,

3 : e1e2e3, e1e2e4, . . . e1e2en, e2e3e4, . . . , en−2en−1en,

. . .

n−1 : e1e2 · · · en−1, e1 · · · en−2en, , e1 · · · en−3en−1en, . . . , e2e3 · · · en,
n : e1e2e3 · · · en.

El renglón numerado k contiene
(
n
k

)
productos de k elementos básicos,

y el total es 2n. En cada producto los ı́ndices aparecen en orden cre-
ciente y sin repeticiones, con esta condición diremos que el elemento
básico está escrito en forma estándar.

En principio se podŕıa definir e2i como cualquier valor, normalmente
un múltiplo real de e0. En lo que se llaman álgebras de Clifford,
siempre e2i = ±e0, con el signo que depende de i. Para facilidad de
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notación se supone convencionalmente que e2i = 1 para 1 ≤ i ≤ p y
e2i = −1 para p+ 1 ≤ i ≤ n.

Ejercicio. Al reducir un producto ei1ei2 · · · eik a su forma estándar
por intercambio de factores contiguos, el resultado (y sobre todo el
signo) no depende de la elección de los pasos intermedios.

1.5. Otra forma de representar un producto reducido ei1ei2 · · · eik con
i1 < i2 < · · · < ik es a través del subconjunto A = {i1, i2, . . . , ik} ∈ 2n

donde aqúı 2n significa la colección de todos los subconjuntos de
{1, 2, . . . , n}. Aśı se puede escribir “e{i1,i2,...,ik}” o simplemente “eA”
en lugar de ei1ei2 · · · eik . El conjunto vaćıo A = ∅ corresponde a e0.

En esta notación, un producto de dos elementos básicos eAeA′ es de
la forma ±eB donde B = A△A′ ∈ 2n es la diferencia simétrica de los
subjuntos A,A′: A△A′ = {k ∈ {1, . . . , n} : k está en exactamente
uno de A, A′}. El signo ± lo denotaremos como τ(A,A′) ∈ {1,−1}.
Aśı

(ei1ei2 · · · eik)(ei′1ei′2 · · · ei′k′ )
= τ({i1, i2, . . . , ik}, {i′1, i′2, . . . , i′k′})ej1ej2 . . . , ejl

con A = {i1, i2, . . . , ik}, A = {i′1, i′2, . . . , i′k′}, A△A′ = {j1, j2, . . . , jl}.

1.6. Definición. Sea n ≥ 0. Sean 0 ≤ p ≤ n, 0 ≤ q ≤ n con p + q = n.
El álgebra de Clifford (real) Cℓp,q (o Rp,q) es la R-álgebra formada de
todas las sumas formales

x =
∑
A∈2n

xAeA

donde xA ∈ R, con las siguientes operaciones aritméticas:

(1)
∑
A∈2n

xAeA +
∑
A∈2n

x′
AeA =

∑
A∈2n

(xA + x′
A)eA;

(2)

( ∑
A∈2n

xAeA

)( ∑
A∈2n

x′
AeA

)
=

∑
B∈2n

yBeB,

donde
yB =

∑
A△A′=B

τ(A,A′)xAxA′ .

(4) r

( ∑
A∈2n

xAeA

)
=

∑
A∈2n

(rxA)eA para r ∈ R.
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Aśı e0x = x = xe0 para cualquier x ∈ Cℓp,q. La notacion para una
suma de 2n términos

∑
A∈2n xAeA se simplifica cuando muchos de los

xA valen cero. Por ejemplo, en Cℓ0,3 uno escribe e12 en lugar de

0e0 + 0e1 + 0e2 + 1e12 + 0e13 + 0e23 + 0e123

o e1e2 en lugar de

0e0 + 0e1 + 0e2 + 1e1e2 + 0e1e3 + 0e2e3 + 0e1e2e3.

Para p + q ≥ 2, Cℓp,q no es conmutativo, pues e1e2 ̸= e2e1. (Nótese
que e12 ̸= 0 porque e{1,2} es uno de los 2n posibles sumandos en la
definición.) Hay que tener cuidado de precisar en qué espacio uno
está trabajando. En Cℓ0,n,

(1 + e1)(1− e1) = 2,

mientras que en Cℓn,0,

(1 + e1)(1− e1) = 0.

1.7. Escribimos |A| = número de elementos del conjunto A.

Definición. Sea 0 ≤ k ≤ n. El subespacio lineal de Cℓp,q generado por
los eA con |A| = k se llama Cℓkp,q, y sus elementos (aparte del 0) se
llaman k-vectores o elementos de grado k. (Los elementos que no son
k-vectores se llaman mixtos.)

La dimensión de Cℓkp,q es
(
n
k

)
y la dimensión de Cℓp,q es 2n. Un 0-vector

se llama un escalar, un 1-vector se llama un vector y un n-vector se
llama un seudoescalar. Una suma de un escalar y un vector se llama
un paravector. Un escalar frecuentemente se identifica con un número

real: Cℓ0p,q ∼= R, pensamos en R ⊆ Cℓp,q con re0 = r.

Ejercicio. El cuadrado de un seudoescalar es un escalar.
El cuadrado de un paravector es un paravector.

Ejercicio. Dados i1, . . . , ik distintos, ei1 · · · eik = (−1)k(k−1)/2eik · · · ei1 .

1.8. Cualquier x ∈ Cℓp,q puede descomponerse de forma única como una
suma

x = [x]0 + [x]1 + · · ·+ [x]n
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donde [x]k =
∑

|A|=k xAeA ∈ Cℓkp,q. Aśı Cℓp,q =
⊕n

0=1 Cℓ
k
p,q.

Un caso importante es la parte escalar Scx = [x]0.
Las partes de x de grado par o impar son

[x]+ =
∑

|A| par

xAeA, [x]− =
∑

|A| par

xAeA.

Aśı [x]+ es la proyección de x a la subalgebra Cℓ+p,q generada por los

Cℓkp,q con k par. De manera similar [x]− está en el subespacio lineal

Cℓ−p,q formada de sumas de elementos de Cℓkp,q con k impar (que no es
una subálgebra). Claramente x = [x]+ + [x]−.

1.9. Definición. El conjugado x de x ∈ Cℓp,q es

x =
n∑

k=0

(−1)k(k+1)/2 [x]k

= [x]0 − [x]1 − [x]2 + [x]3 + [x]4 − [x]5 − · · ·

Cuando x es un paravector, (1/2)(x+x) = Scx. El exponente extraño
en la definición de x es para hacer válido lo siguiente.

Proposición. rx = rx, (x) = x; x+ y = x+ y; (xy) = y x;
e0 = e0; ei = −ei para i ≥ 1.

Demostración. La única parte dif́ıcil es (xy) = y x. Es trivial cuando
|A| = 0, luego veamos el caso de |A| = 1:

eiEB = eB ei. (∗)

Para ello, Caso 1: i ̸∈ B. Sea s = #{t : jt < 1} donde B =
{j1, . . . , jl} con j1 < · · · < js−1 < i < js < · · · < jl}. Entonces

eieB = (−1)seB∪{i},

eieB = (−1)seB∪{i} = (−1)
(l+1)(l+2)

2
+seB∪{i},

ei = −e1, eB = (−1)
l(l+1)

2 eB,

eB ei = (−1)
l(l+1)

2
+1eBei = (−1)

l(l+1)
2

+1(−1)l−seB∪{i}

= (−1)
l(l+1)

2
+l+1−seB∪{i}.

Comparamos los exponentes,( l(l + 1)

2
+ l + 1− s

)
−

((l + 1)(l + 2)

2
+ s

)
= 2(l + 1− s) ∈ 2Z,
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luego los coeficientes de eB∪{i} son iguales, eieB = eB ei.

Caso 2 i ∈ B. Sea s tal que js = i. Entonces independientemente del
valor de e2i = ±1,

eieB = (−1)s−1eB\{i}e
2
i ,

eieB = (−1)s−1e2i (−1)
l(l−1)

2 eB\{i} = (−1)
l(l−1)

2
+s−1e2i eB\{i},

eB ei = (−1)
l(l+1)

2
+1eBei = (−1)

l(l+1)
2

+1(−1)l−se2i eB∪{i}

= (−1)
l(l+1)

2
+l+1−seB∪{i}.

Nuevamente la diferencia de los exponentes está en 2Z y tenemos la
misma conclusion.

Ahora supongamos que eAeB = eB eA cada vez que |A| ≤ k − 1. Sea
|A| = k. Apliquemos la hipótesis inductiva tres veces, junto con la
asociatividad:

eAeB = ei1eA\{i1}eB = eA\{i1}eB ei1
= eB eA\{i1} ei1 = eB ei1eA\{i1}ei1
= eB eA.

1.10. Definición. La norma de x ∈ Cℓp,q es |x| =
( ∑

A∈2n
(xA)

2

)1/2

.

Es igual a la norma del vector (x0, . . . , x123...n) ∈ R2n formado de
todos los coeficientes en x. De la misma manera tenemos el producto
punto (producto vectorial escalar en R2n)

x · y =
∑
A∈2n

xA yA,

luego |x|2 = x · x. Claramente x · y = y · x = x · y.

Proposición. |rx| = r|x| para r ∈ R; |x| = |x|;∣∣|x| − |y|
∣∣ ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|.

Aśı |x + y| ≤ |x| + |y|. Simplemente son hechos acerca de vectores,
no usan la multiplicación de Clifford.
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Ejemplo. x = e1e2 + e3e4, y = e1e3 + e2e4, luego xy = 0 en Cℓ0,4 y en
Cℓ4,0. Pero en Cℓ2,2,

xy = 2e1e4 − 2e2e3

y luego |x| = |y| =
√
2, |xy| = 2

√
2, que es más grande que |x||y| = 2.

Proposición. Sean x, y ∈ Cℓp,q. Entonces |xy| ≤ 2n/2|x| |y|.

Demostración. Primero notemos que |rx| = r|x|, pues∣∣r∑
A

xAeA
∣∣ = |

∑
A

(rxA)eA
∣∣ = (∑

A

(rxA)
2
)1/2

= |r|
(∑

A

(xA)
2
)1/2

.

Además notemos que |xeA′| = |x| porque

xeA′ = (
∑
A

xAeA)eA′ =
∑
A

xA(eAeA′)

y la colección de 2n elementos básicos {eAeA′}A es igual a {eA}A, y
la suma de x2

A no depende del orden.
Ahora

|xy| =
∣∣x∑

A′

yA′eA′
∣∣ = ∣∣∑

A′

yA′(xeA′)
∣∣ ≤ ∑

A′

|yA′(xeA′)|

=
∑
A′

|yA′| |xeA′ | =
∑
A′

|yA′| |x| = |x|
∑
A′

|yA′|

≤ |x|
(∑

A′

|yA′|2
)1/2(∑

A′

12
)1/2

= 2n/2|x| |y|.

1.11. Casos particulares de Cℓp,q

• Cℓ0,0 es la colección de todos los re0 con r ∈ R. Por ello re0 ↔ r es
un isomorfismo Cℓ0,0 ∼= R.

• Cℓ0,1 y Cℓ1,0 son ambas la colección de todas las sumas x0e0 + x1e1
con x0, x1 ∈ R. Para Cℓ0,1, la relacion e21 = −1 nos dice que hay
un isomorfosmo x0e0 + x1e1 ↔ x0 + ix1 con los números complejos,
Cℓ0,1 ∼= C. Para Cℓ1,0, la la relacion e21 = 1 da un álgebra distin-
ta (pues tiene divisores de cero), que se llama los números duales o
números hiperbólicos.
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• Cℓ2,0 tiene como elemento t́ıpico x0 + x1e1 + x2e2 + x12e12. La regla
de la multiplicación es

(x0 + x1e1+x2e2 + x12e12)(y0 + y1e1 + y2e2 + y12e12) =

(x0y0 + x1y1 + x2y1 + x12y12)

+ (x0y1 + x1y0 + x2y12 + x12y2)

+ (x0y2 + x1y12 + x2y0 + x12y1)

+ (x0y12 + x1y2 + x2y1 + x12y0).

Definimos

T (x) =

(
x0 + x2 x1 − x12

x1 + x12 x0 − x2

)
y checamos T (x + y) = T (x) + T (y), T (xy) = T (x)T (y), T (rx) =
rT (x), y que toda matriz es alguna T (x). Aśı T : Cℓ2,0 → R2×2 es un
isomorfismo, Cℓ2,0 ∼= R2×2.

• Cℓ0,2 es muy interesante y dedicaremos una gran parte del curso a
su estudio.

Proposición. Cℓp+1,q
∼= Cℓq+1,p.

Demostración. Dado que algunos “ei” tienen distintos cuadrados
según el śımbolo denote un elemento de un espacio u otro, en Cℓp+1,q

escribiremos la base como ê1, . . . , êp+1, ě1, . . . , ěq donde para 1 ≤ i ≤
p + 1, êi = ei ∈ Cℓp+1,q, y para 1 ≤ i ≤ q, ěi = ep+1+i ∈ Cℓp+1,q. Aśı
ê2i = 1, ě2i = −1.

Escribiremos los elementos básicos de Clq+1,p con una notación si-

milar: para 1 ≤ i ≤ q + 1, Êi = ei ∈ Cℓq+1,p, y para 1 ≤ i ≤ p,

Ěi = eq+1+i ∈ Cℓq+1,p. Aśı Ê
2
i = 1, Ě2

i = −1.

Ahora definimos

T (êi) = ĚiÊq+1 (1 ≤ i ≤ p),

T (êp+1) = Êq+1,

T (ěi) = ÊiÊq+1 (1 ≤ i ≤ q),

además T (1) = 1. Entonces

T (êi)
2 = (ĚiÊq+1)

2 = −Ě2
i Ê

2
q+1 = −(−1)(1) = 1 = T (ê2i ) (1 ≤ i ≤ p),

T (ê2p+1) = Ě2
q+1 = 1 = T (êp+1)

2,

T (ěi)
2 = (ÊiÊq+1)

2 = −Ê2
i Ê

2
q+1 = −(−1)(−1) = −1 = T (ě2i ) (1 ≤ i ≤ q).
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Extendemos por la regla multiplicativa a cada elemento básico de
Cℓkp+1,q:

T (ej1 · · · ejk) = T (ej1) · · ·T (ejk)

donde cada ej es un êi o un ěi. Se extiende por linealidad a una
function T : Cℓp+1,q → Cℓq+1,p. Del hecho que T (ej)

2 = T (ej)
2 se

sigue que T es un homomorfismo de álgebras. Es sobre porque

T (êiêp+1) = (ĚiÊq+1)Êq+1 = Ěi (1 ≤ i ≤ p),

T (ěiêp+1) = (ÊiÊq+1)Êq+1 = Êi (1 ≤ i ≤ q),

luego todos los elementos básicos de Cℓq1,p están en la imagen de T .
Por lo tanto T es un isomorphismo.

1.12. Propiedades de Cℓ0,n. Las álgebras de Clifford más usadas son para

p = 0 y escribimos Cℓ(n) = Cℓ0,n. Hay varios hechos que no se dan
para las Cℓp,q en general.

Proposición. Sean x, y ∈ Cℓ(n). Entonces x · y = Sc(x y) = Sc(xy).

Demostración. Tenemos

x y =
∑
A

(−1)
|A|(|A|+1)

2 xAeA
∑
B

yBeB

=
∑
A

∑
B

(−1)
|A|(|A|+1)

2 xAyB eAeB.

Notemos que eAeB es escalar precisamente cuando A = B, de otro
modo Sc eAeB = 0. Por lo tanto

Sc(x y) =
∑
A

(−1)
|A|(|A|+1)

2 xAyAe
2
A.

Ahora bien, e2A = (−1)
|A|(|A|+1)

2 , de lo cual la afirmación se sigue.

Corolario. Si x ∈ Cℓ(n) es un paravector, entonces |x|2 = xx. Si x es
un paravector y x ̸= 0, el elemento

x−1 =
x

|x|2

es inverso multiplicativo de x.
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Demostración. Sea x = x0 +
∑n

i=1 xiei. Entonces

xx = (x0 +
n∑

i=1

xiei)(x0 −
n∑

j=1

xjej)

= x2
0 −

∑
i,j

xixjeiej + x0

n∑
i=1

xiei − x0

n∑
j=1

xjej.

Las dos últimas sumatorias se cancelan, y∑
i,j

xixjeiej =
n∑

i=1

x2
i e

2
i +

∑
i<j

xixjeiej +
∑
i>j

xixjeiej.

as dos últimas sumatorias se cancelan, dejando

xx = x2
0 −

n∑
i=1

(−x2
i ) = |x|2.

Además

x
( 1

|x|2
x
)
=

1

|x|2
(xx) = e0.

(En Cℓ1,0, (1 + e1)(1 + e1) = 0 ̸= |1 + e1|2.)

Proposición. Sean x, y ∈ Cℓ(n), con por lo menos uno de x, y un
paravector. Entonces |xy| = |x| |y|.

Demostración. Sea x un paravector. Entonces

|xy|2 = Sc((xy)(xy)) = Sc((y x)(xy) = Sc(y|x|2y) = |x|2 Sc(yy)
= |x|2|y|2.

Proposición. Sea x ∈ Cℓ(n) un paravector con |x| < 1. Entonces 1−x
es invertible.

Demostración. Recordemos que para y ∈ Cℓ(n), |y| ≤
∑

A |yA|. En-
tonces ∣∣∑

m

ym
∣∣ = |

∑
m

∑
A

ym,AeA|

=
∣∣∑

A

(
∑
m

ym,A)eA
∣∣ ≤ ∑

A

∣∣∑
m

ym,A

∣∣.
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Si cada
∑

m ym,A es una sucesión convergente en R, entonces
∑

m ym
es convergente en Cℓ(n). Ahora,

∞∑
m=0

xm ≤
∞∑

m=0

|x|m,

luego a =
∑∞

m=0 x
m es una sumatoria convergente, y

ax = xa =
∞∑

m=1

xm = a− 1,

de lo cual a(1− x) = (1− x)a = 1.
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FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS #2

Geometŕıa y álgebras de Clifford

2.1. Trabajando con vectores en Rn.

Definición. El grupo ortogonal O(n) = A ∈ Rn×n : AAt = I}.

Tenemos (detA)2 = detA2 = detAAt = det I = 1, luego detA = ±1.

Definición. El grupo ortogonal especial
SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = 1}.

v, w son ortogonales, v ⊥ w, cuando v·w = 0. Como vectores/matrices,
es decir v, w ∈ Rn×1, tenemos v · w = (vt)w. Para A ∈ O(n),

(Av) · (Aw) = (Av)t (Aw) = (vt)(At)Aw = (vt)w = v · w

y en particular v ⊥ w ⇒ Av ⊥ Aw y

|Av| = |v|.
Otro tipo de isometŕıa son las traslaciones T (v) = v+ b, pues |T (v)−
T (v′)| = |v − v′|.

Proposición. f : Rn → Rn es una isometŕıa ⇐⇒
(∃b ∈ Rn, A ∈ O(n)) (∀v ∈ Rn) f(v) = Av + b. (f es lineal-af́ın.)

2.2. Para v ̸= 0, el hiperplano ortogonal a v ∈ Rn es v⊥ = {w : w ⊥ v}.

Proposición. Dado v ∈ Rn \{0}, todo u ∈ Rn puede expresarse como

u = rv + w para únicos r ∈ R, w ∈ v⊥.

Demostración. Unicidad: si rv + w = r′v + w′, entonces (r − r′)v =
w′ − w ∈ v⊥, por lo que (r − r′)v = 0, r′ = r. De esto w′ = w.

Para encontrar r, w, notamos u ·v = rv ·v+w ·v = r|v|2+0. Entonces

r =
u · v
|v|2

,

w = u− rv = u− u · v
|v|2

v.

13



2.3. Definición. La reflexión de u ∈ Rn en el hiperplano ortogonal a v es
Reflv(u) = w − rv donde u = w + rv, w ⊥ v.

Aśı
Reflv(u) =

(
u− u · v

|v|2
v
)
− u · v

|v|2
v = u− 2

u · v
|v|2

v.

Ahora pensamos en v ∈ Rn como el número de Clifford

v1e1 + · · · vnen ∈ Cℓ10,n .

Recordemos que con la multiplicacion de Clifford,

u · v = −1

2
(uv + vu), v2 = −|v|2.

Con esta notación

Reflv(u) = u− 2
u · v
|v|2

v = u+
2 1

2
(uv + vu)

|v|2

= u+
(
u

v

|v|2
+

v

|v|2
u
)
v

=
vuv

|v|2
= −vuv

v2
.

(En la práctica uno usaŕıa Reflv con |v| = 1.)

Con la multiplicación de Clifford es fácil checar que Reflv es una
isometŕıa que fija el origen. Resulta que no está en SO(n). Las com-
posiciones finitas de reflexiones producen todos elementos de O(n)
(rotaciones).

2.4. La bola unitaria en Rn+1 es

Bn+1 = {x ∈ Rn+1 : |x| < 1}.

La esfera unitaria es

Sn = ∂Bn+1 = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}.

La inversión geométrica en Sn es

ρ(x) =
x

|x|2
.
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Se define ρ(0) como un punto ideal ρ(0) = ∞, en R̂n+1 = Rn ∪ {∞},
y ρ(∞) = 0. Para x ∈ Sn tenemos ρ(x) = x. Los puntos 0, x, ρ(x)
son colineales.

Por composición con x → rx obtenemos la inversión en la esfera
rSn = {x : |x| = r} de radio r, x 7→ r2x/|x|2, y por composición con
x 7→ x + p obtenemos más generalmente la inversión en una esfera
con centro en p ∈ Rn+1,

x 7→ p+
r2(x− p)

|x− p|2
.

2.5. Proposición. La inversion en una esfera es una transformación con-
forme.

Demostración. Dado que la traslación y la homotecia son conformes,

sólo tenemos que verificar que ρ es conforme. Tenemos
∂

∂xi

|x|2 = 2xi,

luego
∂

∂xi

1

|x|2
=

−2xi

|x|4
.

De esto
∂ρi
∂xi

= |x|−4(|x|2 + 2x2
i ),

∂ρi
∂xj

= −|x|−42xixj (i ̸= j).

Luego la matriz jacobiana Jρ =
( ∂ρi
∂xj

)
en el punto x, aplicada a un

vector u ∈ Rn da
Jρ(u) =

u

|x|2
− 2

u · x
|x|4

.

Aśı Jρ es la composición de la homotecia u 7→ u/|x|2 con la funcion

v 7→ v − 2(v · x) x

|x|2
= Reflx(v).

Como Reflx ∈ O(n+1) conserva ángulos, Jρ lo hace también, es decir,

áng(Jρ(u), Jρ(v)) = arc cos
Jρ(u) · Jρ(v)
|Jρ(u)| |Jρ(v)|

= arc cos
u · v
|u| |v|

= áng(u, v)

lo cual significa que ρ es conforme.
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2.6. Definición. Una transformación de Möbius es una función R̂n+1 →
R̂n+1 que es composición de un número par de transformaciones cada
una de las cuales sea o bien una inversión en una esferaas o una
reflexión en un hiperplano.

El propósito de usar un número par es para que transformaciones
no sólo sean conformes sino que también conserven la orientación,
det Jf > 0. Puede notarse que la reflexión en la esfera de radio r con
centro en p = r (que fija el 0), es

x 7→ r +
r2(x− r)|
|x− r|2

=
rx(x− r)

|x− r|2
.

Cuando r → ∞ el ĺımite es

−x = Refle0(x).

Aśı, las reflexiones pueden obtenerse como casos ĺımite de inversiones
en esferas.

Para usar las álgebras de Clifford en este contexto, notemos que con-
siderando x como un paravector en Cℓ(n), tenemos

x

|x|2
= x|x|−2 = x(xx)−1 = xx−1x−1 = x−1.

La conjugación nos da una “inversión algebraica” x−1, que es una
transformación de Möbius. Las traslaciones x → x + p son compo-
siciones de reflexiones en dos hiperplanos perpendiculares a p, y las
homotecias x → rx son composiciones de inversiones en dos esferas
concéntricas.

2.7. Consideremos la composición de la conjugacion seguida de una inver-
sión:

p+
r2(x− p)

|x− p|2
= p+ r2(x− p)(x− p)−1(x− p)−1

= p+ r2(x− p)−1 = (px+ (r2 − p2))(x− p)−1.

Ésta expresión es un exemplo de la forma general

f(x) = (ax+ b)(cx+ d)−1
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actuando en x ∈ R̂n+1. La composición de dos expresiones de esta
forma es otra más,(
a2(a1x+ b1)(c1x+ d1)

−1 + b2
)(
c2(a1x+ b1)(c1x+ d1)

−1 + d2
)−1

=(
(a2a1 + b2c1)x+ (a1b1 + b2d1)

)(
(c2a1 + d2c1)x+ (c2b1 + d2d1)

)−1
.

Todas las transformaciones de Möbius son de esta forma. El grupo de
Clifford CℓΓ(n + 1) es el grupo generado generado por todos los pa-
ravectores en Cℓ(n) distintos del cero (que son todos invertibles). Si
limitamos los coeficientes a, b, c, d a elementos de CℓΓ(n+1)∪{0}, la
inversa es

f−1(y) = (dy − b)(−cy + a)−1

cuando a, b, c, d satisfacen las ciertas condiciones adicionales.
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