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FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS #1

ALGEBRAS DE CLIFFORD

Las algebras de Clifford tomaron su inspiracion en el algebra exterior
inventada por H. G. Grassmann.

En el dlgebra exterior se considera un “producto” vy A vg A -+ A vy
de vectores v; € R™. Este producto representa en principio el parale-
lepipedo P(v', ..., v*) = {325 ti;: 0 <t; <1} CR*, excepto que
se le considera equivalente a otro producto w; Awsy A - - - A wy cuando
el subespacio lineal de R™ generado por los v;, es decir

({v;}) = Span({v;}) = {Ztm; ti € R},

es igual a ({w;}), vy ademds los dos paralelepipedos tienen el mis-
mo volumen k-dimensional. (Esto aplica cuando la orientacién de
(v1,...,vk) = (wy,...,wg) se conserva. Cuando se invierte la orien-
taciéon hay un cambio de signo, por ejemplo v; Ave = —vy Avq). Esta
nocién de “producto” facilita el manejo de volimenes de uniones de
paralelepipedos, que luego facilita el manejo de integrales sobre sub-
conjuntos k-dimensionales de R".

Como ejemplo, si wy; = cosf vy — sen vy, wo = sen B vy + cos O vy, las
reglas del dlgebra exterior verifican que wy A wy = v A vs.

Un &lgebra sobre R es un conjunto que tiene estructura de anillo
(se pueden sumar, restar y multiplicar elementos con las leyes de
asociativa y distributiva), y ademds admite una multiplicacién por
elementos de R que también es compatible con la estructura de anillo:

r(x+y)=re+ry, (r+s)z=rv+ sz,

r(zy) = (re)y = x(ry), (rs)z =r(sz).
Se debe tener presente que la multiplicacién en xy no es la misma
que en 7.

Las algebras de Clifford surjen del deseo de multiplicar vectores: con-
sideremos elementos bésicos eq, e, ..., e, (que podrian ser la base
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canénica ¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R", o bien cualquier base de
algin espacio vectorial V). Asi las combinaciones lineales ) t;e; (o
sea, otros vectores) también van a estar en el algebra de Clifford. La
multiplicacion tendra que crear otros elementos

€1€1, €1€2, €1€3, ..., €1€p,
€2€1, €262, €2€3, ..., €2Cn,
€3€1, €362, €3€3, ..., €3Cn,
€n€1, €n€2;, €n€3, ..., €ptp,
pero no todos los productos son distintos. Se requiere e;e; = —eje;
cuando i # j:
2
€1, €162, €1€3, .y, €1€p,
2
—€1€2, 627 €2€3, ...y €2€p,
2
—€1€3, —E€2€3, €3, -..y €36,
2
—€1€,, —E€2€,, —E€3E4L, ..., €,

Para definir e? necesitamos hablar de la unidad multiplicativa ey del
algebra de Clifford (ep no es un vector, sino otro tipo de elemento):

€0€; = €;,6n9 = €;

para todo i (inclusive i = 0). A veces se escribe eg = 1, pero no hay
que confundir el 1 del algebra de Clifford con el 1 de R.

Los cuadrados de los elementos basicos pueden definirse de diversas
maneras. Por ahora tomaremos ¢? = —1, (realmente €? = —eg) para
i > 1. (Esto es diferente del dlgebra de Grassman, en donde vAv = 0.)

Para que el algebra sea cerrada bajo la operacion de multiplicacion,
tiene ser posible multiplicar elementos basicos cualquier nimero de
veces. Un producto totalmente general seria

€1 €iy " " " €4y,

donde k es cualquier nimero natural, y eliminamos cualquier ey que
aparezca, es decir suponemos 1 <i; < n.

Si k > n, entonces hay por lo menos un indice repetido: ¢; = ;.. Se
puede aplicar e;e; = —eje; repetidamente para llegar a un producto



con dos indices consecutivos iguales. Por ejemplo,
€1€3€4€2€3 — —€1€3€4€3€E9 — €1€4€3€3€9.

(Realmente se tiene que aplicar la ley asociativa y otras, como
erezesezey = (e1e3eq)(eaez) = (erezeq)(—ezen) = —(erezeq)(ezer),
etc.)

Los pares de elementos repetidos se convierten en —ey y luego se
puede quitar eg:

€1€4€3€3€69 — —€1€4€0€E9 — —E€1€4€9.

Por esta razoén todo producto de elementos bdsicos del dlgebra de Clif-
ford es igual a £1 por algun producto de mo mds de n elementos
basicos.

Se puede refinar este hecho un poco mas: se puede hacer que los
indices estén en orden creciente:

—€1€4€2 = €1€92€4.

Los productos que se obtienen de esta forma son los llamados
elementos puros,

0 €o,
1 €1, €2, €3, ..., €Ep,
2: e1eg, €1€3, ...,€1€,,€2€3, ..., €y 16y,
3 erege3, €1€2€y, ... €1€2€y,, €2€3€4, ..., €y _2Cp_1Cp,
n—1: €1€2 " €p_1, €1 "€p_92€n, ,€1" " €p_3En_1€En, ..., €2€3 """ ECpy,

n:. €e1€9€3---€y.

El renglén numerado k& contiene (Z) productos de k elementos bésicos,
y el total es 2. En cada producto los indices aparecen en orden cre-
ciente y sin repeticiones, con esta condicion diremos que el elemento
bésico esta escrito en forma estandar.

En principio se podria definir €? como cualquier valor, normalmente
un multiplo real de eg. En lo que se llaman algebras de Clifford,
siempre e = +eg, con el signo que depende de i. Para facilidad de
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notacién se supone convencionalmente que e? = 1 para1 <i <py
e2=—lparap+1<i<n.

7

Ejercicio. Al reducir un producto e; e;, ---e;, a su forma estdndar

por intercambio de factores contiguos, el resultado (y sobre todo el

signo) no depende de la eleccién de los pasos intermedios.

Otra forma de representar un producto reducido e;, e;, - - - €;, con

i < g < -+ < i es através del subconjunto A = {iy,is, ..., 05} € 2"
donde aqui 2" significa la coleccion de todos los subconjuntos de
{1,2,...,n}. Asi se puede escribir “eg;, ;, . i)" 0 simplemente “e,”
en lugar de e; e;, - - - e;,. El conjunto vacio A = () corresponde a eq.

En esta notacion, un producto de dos elementos bésicos e eq es de
la forma Fep donde B = AAA’ € 2" es la diferencia simétrica de los
subjuntos A, A" ANA" = {k € {1,...,n}: k estd en exactamente
uno de A, A'}. El signo + lo denotaremos como 7(A, A") € {1,—1}.
Asi

(e iy %)(ez"l €if - ei;,)
= T({il, ig, ce ,Z'k}, {Z/17Z/2, ce ,Z';C/})€j16j2 -5 €5

con A = {il,ig, e ,ik}, A = {2/1,2,2, Ce ,i%,}, AAA/ = {jl,jg, e 7jl}-

Definicién. Sean > 0. Sean 0 < p <n, 0 < g<nconp-+q=n.

El élgebra de Clifford (real) Cl,, (o R,,) es la R-dlgebra formada de
todas las sumas formales

donde z4 € R, con las siguientes operaciones aritméticas:

(1) Z Tl + Z r'eq = Z (xa+2'y)ea;

Ae2n Ae2n Ae2n

(2) ( >, $A€A) ( > 9324614) = > yses,

Aean Aean Bean
donde
!
Y = E T(A7 A )fAﬁA/-

ANA'=B

(4) 7’( > erA) =) (raa)es parar € R.

Ae2n
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Asi egx = x = wey para cualquier z € Cf,,. La notacion para una
suma de 2" términos ) ,o. T4€4 se simplifica cuando muchos de los
x4 valen cero. Por ejemplo, en Cfj 3 uno escribe e en lugar de

060 + 061 + 062 + 1612 + 0613 + 0623 + 06123
0 e1eg en lugar de

Oeg 4+ 0ey + Oeg + lejes + Oeres + Oeses + Oejeses.

Para p+ ¢ > 2, Cl,, no es conmutativo, pues ejes # eseq. (Notese
que ez # 0 porque eg; 2y es uno de los 2" posibles sumandos en la
definicién.) Hay que tener cuidado de precisar en qué espacio uno
estd trabajando. En Cl,,,

(]. + 61)<]- - 61) - 27
mientras que en C/,, o,

(I+e)(1—e1)=0.

Escribimos |A| = ntimero de elementos del conjunto A.

Definicién. Sea 0 < k < n. El subespacio lineal de C/, ; generado por

los es con |A| = k se llama Cﬁl;’q, y sus elementos (aparte del 0) se
llaman k-vectores o elementos de grado k. (Los elementos que no son

k-vectores se llaman mixtos.)

La dimension de CEI;q es (}) v la dimensién de Cf,, , es 2". Un 0-vector
se llama un escalar, un 1-vector se llama un vector y un n-vector se
llama un seudoescalar. Una suma de un escalar y un vector se llama
un paravector. Un escalar frecuentemente se identifica con un ntimero

o0~ _
real: C, , = R, pensamos en R C C/,, , con reg = r.

Ejercicio. El cuadrado de un seudoescalar es un escalar.

El cuadrado de un paravector es un paravector.

Ejercicio. Dados iy, ..., i distintos, e;, - --e;, = (—1)F¢=D/2¢; ... ¢, .
Cualquier x € Cl,, puede descomponerse de forma tnica como una

v=lelo+[zh+ -+ [2la
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donde [z], = 37| 4y Taca € Cly .. At Clyp g = @By, Cly .
Un caso importante es la parte escalar Scz = [z]o.
Las partes de x de grado par o impar son

x]y = Z xaea, [z]- = Z TACA.

|A] par |A| par

Asi [z], es la proyeccién de z a la subalgebra Cézq generada por los
Cf’;q con k par. De manera similar [z]_ estd en el subespacio lineal

Ct, , formada de sumas de elementos de Cﬁlg’q con k impar (que no es

una subdlgebra). Claramente z = [z], + [z]_.

Definicién. El conjugado T de x € C/,,, es

Z k(k+1) /2 ]k
k=

= -’f]o — [z = [2]2 + [z]5 + [2]s — [2]5 — -

—

Cuando z es un paravector, (1/2)(x+7) = Sc z. El exponente extrafio
en la definicién de T es para hacer vélido lo siguiente.

Proposicion. 77 =17, (I) r, v+y=7T+7y; (2vy)=7T;
€ = eg; € = —e; parai > 1.

Demostracién. La tnica parte dificil es (xy) = yZ. Es trivial cuando
|A| = 0, luego veamos el caso de |A| = 1:

ezEB 6_5. (*)

Para ello, Caso 1: i ¢ B. Sea s = #{t: j; < 1} donde B =
{j1,- - i} con j; < -+ < jsq <i<js<---<j}. Entonces

eies = (—1)%epug,

(1+1)(142)
eieg = (—1)%egurg = (1) 2 “epugy,
1(141)
e_i = —¢€1, @ = (-1 2 €B,
o 1) W(i+1) _
ep e =(—1) 2 Tlege;=(=1) 7 (=) epuy

(1+1)
WD g
(—1) > *epui}-

Comparamos los exponentes,

(l(l—ZH)+l+1_8)_((l+1)2(l+2)+S)

=2(+1-s)€27Z,

6
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luego los coeficientes de epyy;y son iguales, e;ep = €p €;.

Caso 2 i € B. Sea s tal que j; = i. Entonces independientemente del

valor de e? = +1,

(—=1)*" 163\{}61,

)

. 1(1—1) z(z D
(=1 ef(=1)"7 eppy = (1) 7 T lefeny,
1)l<l+1>+16362 _ (_1)@_&_1

1)l(l+1)+l+1 s

€ 6 = (_1)l S€2€BU{Z}

(=
(=

€BU{i}-

Nuevamente la diferencia de los exponentes estd en 2Z y tenemos la
misma conclusion.

Ahora supongamos que exep = €5 €4 cada vez que |A| < k — 1. Sea
|A| = k. Apliquemos la hipétesis inductiva tres veces, junto con la
asociatividad:

€AEB = €;1€A\[i;}€B = €A\[i,}€B €
= €B €A\[i1} €i; = €B €i,€A\{i,}€i,
=€p éyx. O

1/2
Definicién. La norma de x € Cl,, es |z| = ( Z (xA)2> :

Ae2n

Es igual a la norma del vector (zo,...,T123.n) € R?" formado de
todos los coeficientes en x. De la misma manera tenemos el producto
punto (producto vectorial escalar en R*")

r-y= ZZUAym

Ae2n

luego |z|?> = z - z. Claramente x -y =y - =7 - 7.

Proposicién. |rz| =r|z| parar € R; |z| = |z|;

|z = [yl| < |z —y| < |z + |y

Asi |z + y| < |z| + |y|. Simplemente son hechos acerca de vectores,
no usan la multiplicacién de Clifford.
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Ejemplo. = = ejes + ezeq, y = €r1€3 + €2e4, luego xy =0 en Cloy y en
Clyy. Pero en Cly 5,
xy = 2e1e4 — 26963

y luego |z| = |y| = v/2, |zy| = 2v/2, que es més grande que |z||y| = 2.
Proposicién. Sean z,y € Cl,,. Entonces |ry| < 2"/2|z| |y|.

Demostracién. Primero notemos que |rz| = r|z|, pues

|7"Z$A6A| = \Z(m:A)eA} = (Z(WA — Ir] Z 1/2
A " 7

A

Ademads notemos que |zea | = |z| porque
Te = (ZerA)eA/ = ZxA(eAeA/)
A A

y la coleccion de 2™ elementos basicos {eaea }a es igual a {ea}a, y
la suma de 2% no depende del orden.
Ahora

|zy| = ‘nyA/eA,{ = ‘ZQA’(RA’H < Z [yar(vew)|
Al Al Al
=3 Jyallrea] = 3 lyal 2l = 21 S Jya
Al A A
<2l (3 lya?) (D212 = 22af[y). O
A/ A/

Casos particulares de C¢,

e Cly es la coleccion de todos los rey con r € R. Por ello reg <+ r es
un isomorfismo Cfyy = R.

e Cly1 y Cly son ambas la coleccién de todas las sumas zoeg + 164

con xg,z; € R. Para Cly, la relacion e = —1 nos dice que hay
un isomorfosmo xpeg + 11 <> o + 27 con los nimeros complejos,
Clyy = C. Para Cl, la la relacion e? = 1 da un é&lgebra distin-

ta (pues tiene divisores de cero), que se llama los nimeros duales o
numeros hiperbdlicos.




e Cly tiene como elemento tipico x¢ + x1e1 + T2e2 + T12€12. La regla
de la multiplicacién es
(zo + 1147262 + T12€12) (Yo + Y1€1 + Y22 + Y12€12) =
(zoYo + Z1y1 + Tay1 + T12Y12)
+ (Toy1 + T1yo + T2y12 + T12Y2)
+ (zoy2 + 21y12 + Tayo + T12Y1)
+ (Toy12 + T1Y2 + Toy1 + T12Y0).

Definimos

Ty + T2 To— T2
y checamos T(x +vy) = T(x) + T(y), T(zy) = T(z)T(y), T(rz) =
rT(z), y que toda matriz es alguna T'(x). Asi T: Clyg — R**? es un
isomorfismo, Cly o = R**?.

T(z) = (l‘o +x0 T — le)

e Cly o es muy interesante y dedicaremos una gran parte del curso a
su estudio.

Proposicion. Clpi14 = Clyiip.

Demostracion. Dado que algunos “e;” tienen distintos cuadrados
segtn el simbolo denote un elemento de un espacio u otro, en Clp; 4
escribiremos la base como éy,...,€p11,€1,...,¢;, donde para 1 < ¢ <
p+1,é =€ €Clyy yparal <i <gq, & = epr14; € Clypyr 4. Asi
e2=1,¢2 =—1.

Escribiremos los elementos basicos de Cly11, con una notacién si-
milar: para 1 <17 < g+ 1, E; = ¢; € Clyy1p, y para 1 < i < p,
E’i = €g+1+i € C€q+1,p- Asi Eil2 = 1, EZQ = —1.

Ahora definimos
T(é;) = EiBgn (1< <p),
T(ép+1) - E‘H—lv
T(&) = Eibgrn (1<1<q),
ademds 7'(1) = 1. Entonces
T(&)? = (BiBg1)* = —E}E2, = —(-1)(1) = 1 =T(&}) (1 <i < p),
T<é2+1) - v§+1 =1= T<ép+1)2,

T(6:)? = (BiByy1)? = —EIEL, = —(-1)(-1) = =1 =T(&}) (1 <i < q).

1

9
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Extendemos por la regla multiplicativa a cada elemento basico de

(o

p+lq’
T(ejy---e5) = Tlen) - T(eyy)

donde cada e; es un €, o un ¢;. Se extiende por linealidad a una
function T': Clyi14 — Clyi1,. Del hecho que T'(e;)* = T(e;)? se
sigue que 1" es un homomorfismo de algebras. Es sobre porque

( ),
( q),

luego todos los elementos béasicos de Cl,, , estan en la imagen de 7.
Por lo tanto T" es un isomorphismo. O

T(éiép1) = (EiByi1)
T(éiép+ ) (E Eq-H)

I/\
I/\

E,a=E (1
Ea=E (1

I/\
I/\

Propiedades de Cfy,,. Las algebras de Clifford més usadas son para
p = 0y escribimos Cl(n) = Cly,. Hay varios hechos que no se dan
para las Cf, , en general.

Proposicién. Sean z,y € Cl(n). Entonces « -y = Sc(Ty) = Sc(xy).

Demostracion. Tenemos

_ AIUAI+1)
rY = Z(—l) 2 fEA@AZyBeB
|A\<|A\+1>
Z Z 2 TAYBEAEB-
A

B

Notemos que ey ep es escalar precisamente cuando A = B, de otro
modo Scegeg = 0. Por lo tanto

_ LAL(A[+D)
Sc(Ty) = Z(—l) 2 zayach.
A

\A\(IAHI)

Ahora bien, €% = (—1) , de lo cual la afirmacién se sigue. [
Corolario. Six € Cl(n) es un paravector, entonces |z|*> = zT. Si x es
un paravector y z # 0, el elemento

LT
TP

es inverso multiplicativo de x.

10



Demostracién. Sea z = zg+ Y ., 2;¢;. Entonces

2T = (o + Z xie;)(xg — Z zj€;)
i=1 j=1

n n
_ .2
=Xy — T;Tj€;€5 + Tg x;e; — X zTie;.
i,j i=1 j=1

Las dos ultimas sumatorias se cancelan, y

n
2 2
E rirje;e; = E rie; + E rixre;e; + E Tixje;e;.
i i=1

i<j i>j
as dos ultimas sumatorias se cancelan, dejando
. 2\ 2
0% = 3= 3 (~a?) = [of”.
i=1

Ademas

1 _ 1, _
m(Wx) = W(xx) = ep. O

(EH CEL[), (1 + 61)(1 + 61) =0 7é |1 + €1|2.)

Proposicién. Sean z,y € Cl(n), con por lo menos uno de z, y un
paravector. Entonces |zy| = |z| |y|.

Demostracion. Sea x un paravector. Entonces

|2y = Sc((@7) (zy)) = Sc((FT)(zy) = Sc(Flz[*y) = |2[* Sc(7y)
= |=[*[y|*

Proposicién. Sea x € Cl(n) un paravector con |z| < 1. Entonces 1 —z
es invertible.

Demostracién. Recordemos que para y € Cl(n), |y| < >, |yal. En-

tonces
‘Zym‘ = |Zzym,A€A|
m m A
= ‘ Z(Zym,A)eAl < Z | Zyva‘.
A A m

m

11



Sicada ) ym a es una sucesién convergente en R, entonces . yy,
es convergente en C/(n). Ahora,

_ 0 m :
luego a = Zm:O ™ es una sumatoria Convergente, y

o
axr = ra = E " =a—1,

m=1

delocual a(l—2z)=(1—2)a=1. O

12
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2.2.

FUNCIONES HIPERHOLOMORFAS ~ #2

GEOMETRIA Y ALGEBRAS DE CLIFFORD

Trabajando con vectores en R".

Definicién. El grupo ortogonal O(n) = A € R™*": AA' =T}

Tenemos (det A)? = det A% = det AA* = det I = 1, luego det A = +1.

Definicién. El grupo ortogonal especial

SO(n) ={A € O(n): detA=1}.
v, w son ortogonales, v L w, cuando v-w = 0. Como vectores/matrices,
es decir v,w € R™! tenemos v - w = (v')w. Para A € O(n),
(Av) - (Aw) = (Av) (Aw) = (o1)(A%) Aw = (v')w = v w
y en particular v L w = Av L Awy
| Av| = [v].

Otro tipo de isometria son las traslaciones T'(v) = v+b, pues |T'(v) —
TW)| =v—1.

Proposicién. f: R — R"™ es una isometria <=

(FbeR", A€ O(n)) (Vv eR") f(v)=Av+b. (f es lineal-afin.)

Para v # 0, el hiperplano ortogonal a v € R" es v+ = {w: w L v}.

Proposicién. Dado v € R™\ {0}, todo v € R" puede expresarse como

u = v + w para dnicos r € R, w € v*.

Demostracién. Unicidad: si rv +w = r'v 4+ w’, entonces (r —1’)v =

w' —w € v, por lo que (r —r')v =0, r' = r. De esto w' = w.

Para encontrar r, w, notamos u-v = rv-v+w-v = 7|v|*+0. Entonces

U - v
TR
w:u—rv:u—ﬂv. (]

|v]?



Definicién. La reflexién de u € R™ en el hiperplano ortogonal a v es
Refl,(u) = w — rv donde u = w + rv, w L v.

As : u-v u-v
Refl,(u) = (v — —v) — —5v=u—2——v.

w2 [of?

Ahora pensamos en v € R” como el nimero de Clifford
vier + - vpen € Cf(lm )
Recordemos que con la multiplicacion de Clifford,
u-v = —%(uv +ou), v*=—|%
Con esta notacion

Refl,(u) = u — 2t = ut
v

|v]? |v]?
=u-+ (u + v u)v

> vl
_vu _ vuw
- Mz v2

(En la préctica uno usaria Refl, con |v| = 1.)

Con la multiplicacién de Clifford es facil checar que Refl, es una
isometria que fija el origen. Resulta que no estd en SO(n). Las com-
posiciones finitas de reflexiones producen todos elementos de O(n)
(rotaciones).

La bola unitaria en R"™ es
B = {x ¢ R"": |z| < 1}
La esfera unitaria es
S*" = B! = {x e R"*!: |z = 1}.

La inversion geométrica en S” es

p(x) = #

14
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Se define p(0) como un punto ideal p(0) = 0o, en R+ = R" U {00},
y p(c0) = 0. Para € S™ tenemos p(x) = z. Los puntos 0, z, p(x)
son colineales.

Por composicion con x — rxz obtenemos la inversion en la esfera
rS" = {z: |z| =r} de radio r, z — r?z/|z|?, y por composicién con
x +— x + p obtenemos mas generalmente la inversiéon en una esfera
con centro en p € R*1,

r*(z —p)

T = p-+ \:E—p|2 .

Proposicién. La inversion en una esfera es una transformacion con-
forme.

Demostracion. Dado que la traslacion y la homotecia son conformes,

s6lo tenemos que verificar que p es conforme. Tenemos |z|? = 2,
luego Z
Owyla|* |zt
De esto 9
Pi —4(1.2 2
= |z x|® 4+ 2x7),
L — ol (Jaf + 202)
apz 4 . .
= —|x| 2x;x; (¢ .
5o = a2, (i #)
.. . (9[)1' .
Luego la matriz jacobiana J, = ( ) en el punto x, aplicada a un
L
vector u € R" da u u-
J —
0 e

Asf J, es la composicién de la homotecia u — u/|z|? con la funcion

v v —2(v- w)# = Refl,(v).

Como Refl, € O(n+1) conserva angulos, J, lo hace también, es decir,

) Jp(u) - J,(v) u-vo

ang(J,(u), J,(v)) = arc cos ————F""—"— = arccos = 4dng(u,v)
e | Jp(w)] (V)] Juf |v]

lo cual significa que p es conforme. O]
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2.0.

2.7.

Definicién. Una transformaciéon de Mébius es una funcion R*t! —

R™* que es composicién de un niimero par de transformaciones cada
una de las cuales sea o bien una inversién en una esferaas o una
reflexion en un hiperplano.

El propésito de usar un ntimero par es para que transformaciones
no sélo sean conformes sino que también conserven la orientacion,
det J; > 0. Puede notarse que la reflexion en la esfera de radio  con
centro en p = r (que fija el 0), es

2(p ~(
m'_>r+r(a: )| _rx(x r)

|z — r|? N |z — r|?
Cuando r — oo el limite es
—7 = Refl,, (2).

Asi, las reflexiones pueden obtenerse como casos limite de inversiones
en esferas.

Para usar las algebras de Clifford en este contexto, notemos que con-
siderando = como un paravector en C¢(n), tenemos
x 1——1

— = x|m|_2 = x(fz)_l =xx T =7

—1
|z[? '

La conjugacién nos da una “inversién algebraica” z~!, que es una

transformacién de Mobius. Las traslaciones x — x + p son compo-
siciones de reflexiones en dos hiperplanos perpendiculares a p, y las
homotecias x — rx son composiciones de inversiones en dos esferas
concéntricas.

Consideremos la composicién de la conjugacion seguida de una inver-
sion:
2 — p—
r*(z —p)
= 2
7 — p|

—p+r@Z-p)E—p) (z—p)!

=ptria—p) = e+ (0 =)@ —p)

Esta expresién es un exemplo de la forma general

f(z) = (ax +b)(cx +d)™*
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actuando en x € R""!. La composicién de dos expresiones de esta
forma es otra mas,

(ag(alx —+ bl)(CllC + dl)il + b2) (CQ(O@(E —+ bl)(0113 + dl)il -+ dg)_l =
((agal + szl)l’ + (a1b1 + del)) ((02a1 + dQCl)ZL' + (Cle + dgdl))_l

Todas las transformaciones de Mobius son de esta forma. El grupo de
Clifford C/T'(n + 1) es el grupo generado generado por todos los pa-
ravectores en Cl(n) distintos del cero (que son todos invertibles). Si
limitamos los coeficientes a, b, ¢, d a elementos de C/I'(n+ 1)U {0}, la
inversa es

F 7 y) = (dy —b)(—cy +a)”!

cuando a, b, ¢, d satisfacen las ciertas condiciones adicionales.
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