1.1.

VARIABLE COMPLEJA #1

ESPACIOS DE FUNCIONES C(D, C), #(D), M(D)

Proposicién. Dado K compacto: C (K, C) es un espacio métrico com-
pleto con la métrica d(f, g) = supg |f — gl

Pero para dominios, supy, | f — g| podria ser infinito. Un rellenado de
un dominio D C C es una sucesién {K,,} donde D = |J]° K,,, K,, es
compacto, K, C int K,,14.

Construccién de un rellenado:

1
K, =B,(0)Nn{z e D: dist(z,0D) > —}.
n
Proposicién. K C D compacto. Entonces K C K, para algin n.
Dado {K,} se definen para f,g € C(D,C):

B B _ = 7nM
pn(f,g)—sil(lf)‘f gl,  o(f,9) ;2 1+ pu(f.9)

Lema. a: [0,00) — [0, 00) suave, o(0) =0, o/ > 0, o” < 0. Entonces
a(s) + a(t) > a(s+t).

b
Corolario. Sia,b,c >0, a+ b > ¢, entonces a + > <
14+4a 1+0b 1+e¢

Proposicién. p es una métrica en C(D, C).
(Su valor exacto depende del rellenado.)

cpto
Proposiciéon. (1) Sea € > 0. Entonces existen § > 0, K C D tales

que
srll(plf—gl <6 = p(f.9) <e
cpto

(2) Sean § > 0, K C D. Entonces existe € > 0 tal que
p(f.g) <e —> Sl}l{plf—gl < 0.
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1.2.

1.5.

Teorema. (a) Sea O C C(D,C). Entonces

cpto
O es abierto <= (Vfe€ O)(30 >0, K pg D)
{g: sg{p\f—g|<5}§0.

(b) fn = f en C(D,C) siy sélo si f,, — f uniformente en cada
subconjunto compacto de D.

(“La topologia descrita en el Teorema es metrizable, y no depende
del rellenado.”)

Definicién. Un subconjunto F C C(D,C) es una familia normal si
cada sucesion {f,} en F tiene una subsucesién {f,,} que converge a
un elemento de C(D, C) (no necesariamente en F).

H(D)={f: D— C, f holomorfa} C C(D,C)

Proposicién. (a) H(D) es cerrado en C(D,C).
(b) der: f+ f’ es una funcién continua H(D) — H(D).

Corolario. H(D) es un espacio métrico completo con la métrica p.

Teorema. (de Hurwitz) Sea f, € H(D), f. — f. Supdngase que
ninguna f,, se anula en D. Entonces o bien f no se anula en D, o bien

f=0.

Teorema. Sea f, € H(D), f, — f. Supéngase que ninguna f, tiene
més de k ceros en D (contando su multiplicidad). Entonces o bien
f no tiene més de k ceros en D (contando su multiplicidad), o bien

f=0.



2.1.

2.2.

VARIABLE COMPLEJA #2

FRACCIONES PARCIALES, TEOREMA DE
MITTAG-LEFFLER

Descomposicién en fracciones parciales de una funcién racional R,
donde los polos de R son z1, ..., z, (distintos):

R(z) = Ru(2) + Zj:Pj (Z _1 Z)

donde R, P; son polinomios. Los P; tienen término constante nulo,
P;(0) = 0.

Una funciéon meromorfa f € M(C) puede tener una infinidad de
polos; no necesariamente se descompone como

“f(z +ZP (Z_Z)

2
Ejemplo. f(2) = Se;ﬂz = + %Z + O(z*) puede escribirse

senmz Zn +gn

para cualquier n finito, pero la serie no converge tomando n — oc.

Seria ain menos claro qué hacer con los puros términos para j > 0
(o cualquier otro subconjunto de j).

Teorema. (de Mittag-Lefler) Sean z; distintos, z; — oo, y sean P,
polinomios con término constante nulo. Entonces

(a) Existe una funcién meromorfa f € M(C) con precisamente las
partes singulares Pj(1/(z — 2;));

(b) Toda tal f puede escribirse

f(2) = g(z) + X _(Py(



2.3.

donde los p;(z) son polinomios y g(z) es una funcién entera.

Ejemplo.
e = () e
J#0
Ejemplo.
9 o0
Ejemplo.

1 1 1
t = — E i
mcotmz z—l— ( —l—j)

iz0 N



